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HAUPTAUFSÄTZE 


Georg Hamel siebzig Jahre. 
| Von L. Prandtl in Göttingen. 
Erst nachträglich erfuhren wir, daß Professor Georg Hamel, der uns als F achkollege 


wie auch als Mitglied des Schriftleitungsausschusses der Z.angew. Math. Mech. seit. deren Grün- 
' dung sehr nahe steht, im vorigen Herbst das 70. Lebensjahr vollendet hat. Wir wollen es uns 


aber nicht nehmen lassen, unserer Verbundenheit mit ihm wenigstens nachträglich Ausdruck 
zu verleihen und ihm die herzlichsten Wünsche für noch recht viele gesegnete Schaffensjahre 
darzubringen. f - 
Über seinen Lebensgang kurz das Folgende!): Hamel ist geboren am 12. September 1877 
zu Düren, Rheinland, studierte in Aachen, Berlin und Göttingen, promovierte dort mit einem 


‚geometrischen Thema bei Hilbert, war nacheinander Assistent. von Felix Klein in 


Göttingen und Karl Heun in Karlsruhe und habilitierte sich dort 1903. Bereits 1905 wurde 
er auf die Mechanikprofessur an der Technischen Hochschule in Brünn berufen, ging von 
dort 1912 als Lehrer der Mathematik an die Technische Hochschule Aachen; von hier ging 
er 1919 an die Technische Hochschule zu Berlin, wo er in 24jähriger, äußerst fruchtbarer 
Lehrtätigkeit die Mathematik und die wissenschaftliche Mechanik lehrte. Im Jahre 1928 berief 


ihn das Vertrauen seiner Kollegen zum Rektor seiner Hochschule. Die Preußische Akademie 


der Wissenschaften wählte ihn 1933 zum Ordentlichen Mitglied“. 

Aus vollem Schaffen heraus traf ihn 1943 ein hartes Schicksal. Beieinem Luftangriff verlor 
er seine Wohnung und seine große, wertvolle Bibliothek. Nach zwei weiteren schweren Kriegs- 
jahren in Berlin floh er im Frühjahr 1945 in die Bodenseegegend, wo er fast ein Jahr in 
großer Beengtheit ein Flüchtlingsdasein führen mußte. 1946 hat er in Landshut in Bayern bei 


"seiner Tochter ein neues Heim gefunden. Seitdem hat er. in wieder erreichter Frische neue 


Arbeiten begonnen und bereits mehrfach Gastvorlesungen an mehreren Hochschulen gehalten. 
Meine Bemühungen, diesem Aufsatz ein vollständiges Verzeichnis aller gedruckten wissen- 
schaftlichen Arbeiten Hamels anzufügen, sind leider gescheitert. Ich kann mich im wesent- 
lichen nur auf Sonderabdrücke stützen, die Herr Ha mel mir freundlicherweise in all diesen 
Jahren zugeschickt hat. Und da es schon kein vollständiges Verzeichnis werden kann, will 
ich mich im folgenden auf solche Arbeiten beschränken, die ich selbst zu lesen vermag und die 
gleichzeitig auch das besondere Interesse der Leser dieser Zeitschrift haben werden. 

Die erste dieser Arbeiten (1) 2), die in Karlsruhe entstand, isteine kritische Untersuchung 
über die virtuellen Verschiebungen bei holonomen und nichtholonomen Systemen (vermutlich 
seine Habilitationsschrift). Die nächsten beiden (2), (3), die den Grundlagen der Mechanik 
gewidmet sind, entstanden in Brünn und sind axiomatische und erkenntniskritische Vor- 


“arbeiten zu seinem sehr beachteten und höchst wertvollen Lehrbuch ‚Elementare Mechanik“ 


(4). In diesem allzu bescheidenen Titel ist ‚‚elementar‘‘ in der Bedeutung zu verstehen: „‚ohne 
die höheren Variationsprinzipe der Mechanik‘. Das Buch bringt _neben den üblichen Gegen- 
ständen eines Mechaniklehrgangs vor allem einen streng logischen Aufbau der Grundbegriffe 
und Sätze der Mechanik, wobei völlig konsequent die Annahme durchgeführt wird, daß alle 


Masse kontinuierlich verteilt ist. Das Bild des Aufbaues der Massen aus Massenpunkten wird 


also abgelehnt; der Massenpunkt in der sogenannten Punktmechanik tritt bei Hamel nur als 
Schwerpunkt einer Masse kleiner Ausdehnung auf. Das Newtonsche Gegenwirkungsgesetz 
erscheint unter der Form, daß in der Berührungsfläche zweier Körper bzw. in einer in dem 
Kontinuum gezogenen Trennungsfläche die vektorielle Druckkraft bzw. Spannkraft auf der 
einen Seite eines Flächenelements entgegengesetzt gleich ist derjenigen auf der anderen Seite 
dieses Flächenelements. An die Stelle der anderen Aussage des Gegenwirkungsgesetzes, daß 
nämlich die entgegengesetzt gleichen Kräfte zwischen zwei Massenpunkten in der Verbin- 
dungslinie der Massenpunkte liegen müssen, tritt die „Symmetrie der Spannungsdyade 
(d.h. Ty, = Ty, usw.). Es ist klar, daß eine solche Begründung es dem Anfänger weniger leicht 
ı) Diese Angaben wurdenin der Hauptsache einem sehr lesenswerten Lebensbild Hamels von Herrn R. Grammel 


im Jahrgang 1947 der „Forschungen und Fortschritte“, S. 281, mit dessen ausdrücklicher Genehmigung entnommen. 
2) Eingeklammerte Ziffern beziehen sich auf das Schrifttumverzeichnis am Ende dieser Ausführungen, 


9 


Be .- macht. Dafür werden: aber Denkformen der Kontinuumsmechanik gleich mitgewonnen. aa 
De ‚ Besonders sympathisch ist mir an der Hamelschen Begriffsbildung, daß der Kraftbegrifi 
-  wiederin den Vordergrund gerückt wird gegenüber den Auffassungen, ‚die die Beschleunigung 
” als das allein Reale gelten lassen wollen (siehe besonders (2) S. 354, Mitte). Ich hatte immer 
diese letztere Auffassung als eine nur für geisterhafte "Wesen angemessene empfunden, die Se, 
0° nämlich nur Beschleunigungen sehen, aber keine Kräfte fühlen können. Die Hamelsche Ent 
} Mechanik ist dagegen eine für Wesen von Fleisch und Blut! =. a 
Br Mit Fragen der Turbulenzentstehung befaßt sich eine von F. Klein vorgelegte Note (5) a 
2 in den „Göttinger Nachrichten‘“®), Sie enthält kritische Bemerkungen zu ‚den bekannten E 
: Betrachtungen von H. A. Lorentz und A. Sommerfeld und gibt eine Rechenvor- 
E: schrift für die Stabilitätsgrenze an (spätere Untersuchungen haben allerdings ergeben, daß = RE 
TR sowohl das lineare wie das parabolische Geschwindigkeitsprofil, die Hamel hierbei in | 
er, . Betracht zieht, gegen Störungen erster Ordnung bei allen Geschwindigkeiten stabil ist). 
E. Der Brünner Zeit gehört noch an eine kurze Studie (6) über die Strömung durch eine Laval- 
düse unter Berücksichtigung von Reibungswiderständen, durch die alle wesentlichen Züge 
n der Stodolaschen Beobachtungen wiedergefunden werden. ’ | 
Aus der Aachener Zeit stammt eine für die Hydrodynamik höchst wertvolle ausführliche 
Arbeit (7), in der strenge Lösungen von ebenen Strömungen zäher Flüssigkeiten in erwei- 
terten und verengten Kanälen aufgezeigt werden, deren Wände entweder gerade oder nach 


E logarithmischen Spiralen gekrümmt sind. . 2 

Br - Eine als Ergänzung zum Lehrbuch nicht unwichtige Abhandlung (8) über ein „Prinzip 
B der Befreiung‘ (im Gegensatz zum ‚‚Erstarrungsprinzip‘‘) behandelt die Ermittlung von Re- 
Be - aktionskräften bei Bewegungsbeschränkungen durch die Aufhebung der Beschränkung und 


er, Zufügung von eingeprägten Kräften an denselben Stellen von solcher Stärke, daß die gefor- 


5 derten geometrischen Bedingungen wieder erfüllt werden. 

Ei: ' Von den Berliner Arbeiten muß ich zunächst zwei Arbeiten (9) und (10) über die Mechanik 
e- der Drähte und Seile erwähnen, die an einen Abschnitt seines Lehrbuches anknüpfen und 
Br. von denen die erstere sich mit den geometrischen und mechanischen Fragen der biegsamen 


Seile und Fäden und elastischen Drähten, die zweite mit den Fragen der inneren Reibungen 
e*: in steifen Seilen beschäftigen. E 
En - Auf diesem Gebiet sind später noch zwei Untersuchungen entstanden, von denen die eine 
Br (12) ein für die Spinnereitechnik wichtiges Problem löst; die zweite (16), eine Gratulalionsgabe 
= zum 60. Geburtstag von Herrn K. Knopp, behandelt, wie es beisolcher Gelegenheit ja an- 
E gemessen erscheint, eine Art Denksportaufgabe gehobener Art und löst sie vollständig: Ein 
ö völlig biegsamer schwerer Faden werde aus horizontaler Lage plötzlich fallen gelassen, wobei 
E aber das linke Ende an der ursprünglichen Stelle festgehalten wird. (Die Lösung setzt sich 
E eine Zeitlang nicht analytisch aus zwei Stücken zusammen, einem linken gekrümmten von 
E wachsender Länge und einer horizontalen Tangente rechts, und einem rechten geraden, das 
5 frei herunter fällt und dabei allmählich nach links hingezogen wird; hinterher Pendelungen.) 
E Für das von Geiger und Scheel herausgegebene Handbuch der Physik, Band V (Grund- 
e lagen der Mechanik usw.) schrieb er 1927 einen den Axiomen der Mechanik gewidmeten Bei- 
trag (11), der unter Zugrundelegung der Kontinuumsauffassung neben den allgemeinen Sätzen 
und denen über starre Körper und Systeme auch die elastischen und flüssigen Körper und 
die ein- und zweidimensionalen Körper (Seile und Stäbe, sowie Häute und Schalen) behandelt 
und wegen der Frage der Unabhängigkeit der Axiome voneinander auch „nicht klassische 
Mechaniken‘“ untersucht. 

Eine ältere Arbeit von L. Hopf und E. Trefftz4) hat ihn wegen einer Unstimmigkeit darin 
1934 angeregt, sich mit Aufgaben der Grundwasserströmung zu beschäftigen (13). Seinem 
Scharfsinn gelang es die Angelegenheit völlig zu klären: Wenn ein Grundwasserstrom durch 
einen quer dazu laufenden Graben abgefangen wird, in dem Wasser steht, so senkt sich der im 
Sand bestehende Grundwasserspiegel im allgemeinen nicht bis zum Wasserspiegelim Graben, 
sondern nur bis zu einem Punkt an der Grabenwand. Das unterhalb dieses Punktes austretende 
Grundwasser rinnt frei an der Grabenwand herunter. Hamel konnte die Aufgabe als ein 
gemischtes Randwertproblem der Potentialaufgabe formulieren und den vollständigen Weg zu 
ihrer Lösung für einige Beispiele angeben. Die numerische Ausrechnung eines Beispiels hat 
unter seiner Leitung Herr Erich Günther durchgeführt (14). Später hat Hamel eine 
andere Aufgabe der Grundwasserbewegung gelöst (15). 

‚ Herrn C. Caratheodory widmete er zum 70. Geburtstag 1943 eine Studie (17) über 
die Statik von Häuten und dünnen elastischen Schalen, in der er die Gleichungen für 


°) In der Note angekündigt ein weiterer Aufsatz in den Monatshett ü i i 
B 180 € en für Mathematik und Physik, 1911. 
‘) Grundwasserströmung in einem abfallenden Gelände mit Abfanggraben. Z.angem.Math.Mech. Ba.ı Casa). 8.290 
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den Verlust seiner Habe bringen sollte, konnte er,seiner Akademie noch eine sehr beachtens- 

werte Arbeit (18) vorlegen, in der er wichtige Sätze über die ausgebildete Turbulenz längs 

Wänden auf neue Weise herleiten und in einigen Richtungen verschärfen konnte. FF 
Auf der Mathematikertagung Ostern 1947, wo er eine neue Form von Sätzen über die Be- 


 wegungen des allgemeinen schweren Kreisels vortrug (19), konnten wir zu unserer Freude fest- 
stellen, daß er das Unglück von 1943 und die Mühseligkeiten bis 1946 inzwischen seelisch 


völlig überwunden hatte. 
Man darf also zuversichtlich hoffen, daß diesem Wiederbeginn eine lange und fruchtbare 


- Schaffensperiode folgen wird, zu seiner und unserer Freude. Wir wünschen ihm dazu alles 


Glück. . 
i Schrifttum: 2 


a) Über die Een Verschiebungen in der Mechanik. ati Auer 59. Bd. (1904), S. 416—4 
(2) Grundlagen der Mechanik. Mathem. Annalen Bd. 66 (1908), 8.350. a An = 
(3) Über Raum, Zeit und Kraft als apriorische Formen der Mechanik. Jahresbericht der Deutschen Ma- 
thematiker-Vereinigung Bd. 18 (1909), 8. 357—385. 
= en Desire B. A Teubner, Leipzig und Berlin 1912, XVIII und 634 S. 
um Turbulenzproblem. Nachrichten der kg. Gesellschaft: d i 
Ra er kg. Gesellschaft der Wissenschaften zu 
(6) Das Ausströmen von Gasen durch Düsen. Zschr. d. Ver. Dtsch. Ing., Jahrg. 1911, S. 1895—1897. 
(7) Spiralförmige Bewegungen zäher Flüssigkeiten. Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Ver- 
a las Er ae 5 an £ 
er ein Prinzip der Befreiung bei La nge. Jahresbericht d at iker- inigun 
ee ng ‚agrange. Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 


Göttingen. Math.-Phys. 


(9) Über die Mechanik der Drähte und Seile. Sitzungsberichte der Berliner Mathem. Gesellschaft 25 (1925), 


Ss. 3—8. 
(10) Über Seilsteifigkeit. Z. angew. Math. Mech. Bd. 7 (1927), 8. 113—119. 
n ” en n ee eg der Physik Bd. V (1927), S. 1—42. 
er ein für die Textiltechnologie wichtiges Problem aus der Mechanik dü ä - i 
a 0ss) Ber g ges echanik dünner Fäden. Ing.-Archiv 
(13) Über Grundwasserströmung. Z. angew. Math. Mech. Bd. 14 (1934), 8. 129—157, 
(14) Numerische Durchrechnung zu der Abhandlung über Grundwasserströmung (mit Erich Günther). 
Z. angew. Math. Mech. Bd. ı5 (1935), S. 255—265. 
(15) ee eu von Wasser aus Kanälen in tiefem Grund. Z. angew. Math. Mech. Bd. 18 (1938), 
(16) Über die ebene Bewegung; eines unausdehnbaren Fadens. Mathem. Ztschr. 48 (1942), 8.27—47. 
(17) Aufbau einer Theorie der Häute und dünnen Schalen nach der Methode von Lagrange. Ab- 
- handlungen Preuß. Akad. d. Wiss. 1943, Math.-naturwiss. Kl. Nr. 6, 27 Seiten. 
(18) Streifenmethode über die Ähnlichkeitsbetrachtungen zur turbulenten Bewegung. Abhandlungen der 
Preuß. Akad. d. Wiss. 1943, Math.-naturwiss. Kl., Nr. 8, 25 Seiten. 
(19) Über den allgemeinen schweren Kreisel. Z. angew. Math. Mech. Bd. 25/27 (1947), 8. 159. 


‚ Eingegangen: 22. März 1948. 


| Georg Hamel als Lehrer. 
’ Vom G. Vogelpohl in Göttingen. 


Die ehemaligen Berliner Schüler von Georg Hamel gedenken seiner anläßlich seines 
siebzigsten Geburtstages mit lebhafter Dankbarkeit. 

An der Technischen Hochschule Berlin las Ham el wechselweise neben Rothe die 
große einführende Vorlesung Höhere Mathematik in drei Semestern und hierzu auch besondere 
Ergänzungen für mathematisch interessierte Studierende, ferner Funktionen-Theorie, Differen- 
tialgleichungen und ausgewählte Stoffe der Mathematik und Mechanik. Diese Vorlesungen 
zeichneten sich durch ihre klare und sachliche Fassung aus. Hamel hat dabei-auf keinerlei 
mathematische Exaktheit verzichtet, wußte es aber immer so einzurichten, daß den Ingenieur- 
Studenten nicht zu viel mathematische Feinheiten zugemutet wurden. Es ist bezeich- 
nend für seine Lehrweise und insbesondere ‘auch seine Prüfungen, daß alle Studierenden, die 
an seinem Unterricht teilnahmen, Hamel als Lehrer und Prüfenden aufs Höchste schätz- 
ten, selbst wenn sie die Mathematik nur als Hilfswissenschaft für ihre technischen Studien 
betrachteten. Es ist ja leider so, daß die eigentlichen Fachlehrstühle. an den Technischen 
Hochschulen vielfach der Mathematik nur eine untergeordnete Rolle beimessen, auch die 
Technische Hochschule Berlin war davon nicht frei. Wenn auch viele Gebiete der Technik 
mehr durch technische Intuition als durch auf Rechnung aufgebaute Überlegungen gefördert 


"sind, so gibt es aber ebenso viele, bei denen nur die planmäßige Überlegung mit der kristall- 


klaren Logik der Mathematik den technischen Fortschritt eingebracht hat. Daher ist es 
ein besonderes Glück für die Studierenden der Technischen Hochschule Berlin gewesen, daß ein 
strenger mathematischer Unterricht sie zu klarem Denken erzog, das sie später irgendwann 


doch nötig haben konnten. 
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Neben diesen grundlegenden Gebieten las Hamel SEREW 


Vorprüfung höhere Mechanik, analytische Mechanik, 'Elastizitätstheorie, U 


und Differential- und Integralgleichungen der Physik, In diesen Vorles 


“ Sen y rar si Te A 
die Hörer durch alle Gebiete der Mechanik mit ihren mathematischen Methoden vertraut 
und an die wissenschaftliche Front der betreffenden Gebiete geführt. Der Kreis der Hörer 
dieser Vorlesungen war meist klein, aber ihm wurde ein Wissen vermittelt, das zu wirk 


besprochen; und für diejenigen Studierenden, die vortragen durften, war es eine “unbe- j En 
dingte Bereicherung ihres Wissens, von Hamel in die Behandlung einer wissenschaftlichen es 


Arbeit eingeführt zu werden. Eingehend wurde vorher mit dem „Leiter“ des betreffenden 
Vortrages die Arbeit in ihren Einzelheiten erörtert und das vortragstechnisch Wichtige von 
dem Nebensächlichen getrennt, so daß es für die Hörer ein Genuß war, auf diese Weise weites 
und tiefes Wissen vermittelt zubekommen. Daß wie üblich neue Arbeiten vor dem Veröffent- 
lichen von ihren Autoren vorgetragen wurden, versteht sich von selbst. = | 

Auf die Gründlichkeit, mit der Hamel als Lehrer wirkte, ist der große Erfolg seiner 
Lehrtätigkeit zurückzuführen. Die Sachlichkeit, mit der alle Fragen, ob schwierige oder 
einfache, erörtert wurden, wirkte stets wohltuend und anregend für den Bearbeiter. Dieses 
Urteil habe ich übereinstimmend ohne Ausnahme von vielen Studierenden gehört. Wem 
Hamel aber eine Diplomarbeit stellte, oder gar wessen Doktor-Arbeit er betreute, der 
erhielt nicht nur aus dem überragenden Schatz seines Wissens und Könnens immer neue Förde- 
rung für die eigene Arbeit, er wurde auch zu vorbildlich scharfem wissenschaftlichen Denken 
erzogen; in noch nicht geklärten Fragen wirkte seine vornehme menschliche Gesinnung stets 
auf eine würdige Haltung hin, womit der Schüler der Sache am besten dienen lernte. 

Die große Zahl seiner Hörer und engeren Schüler wird stets seines Unterrichtes, der 
blendenden Vortragsart und seiner einzigartig vielseitigen, ‚gründlichen und vornehmen 
Forschungsweise gedenken und ihr als Vorbild nachstreben. Sie wünschen alle dem Siebzigjähri- 
gen, daß ihm nach glücklicher Überwindung der letzten schweren Jahre noch ein erfolgreiches 
Wirken und Schaffen beschieden sein möge. | 
Eingegangen: 22. März 1948, 


Über die Stabilität dreischichtiger Stäbe und Platten, 
deren mittlere aus einem Leichtstoff bestehende Schicht einen 
‚in Dickenrichtung veränderlichen Elastizitätsmodul hat. 
; Von F. Reutter in Karlsruhe. 


“ 


II. Teil. (Die optimalen Bemessungsgrößen). 
Mit 5 Bildern und 5 Tabellen, 


Die Untersuchungen des I. Teils werden abgeschlossen, numerische Ergebnisse mitgeteilt und das i- 
mumproblem des Verbundstabes diskutiert. i 2 ni E er 


The investigations of the first part are terminated, numerical results are stated, and the optimum problem 
of the combined bar is discussed. 
B »roü pabore sakamyuBaeTcht NCcHeNOBAHHE tepBoH YACTH, AAMTCH YHCHIEHHLE Pesyılb- 


TaATbI MH obcysknaerca saaya OITHMAJNIBHOTO CTEPIKHA, COCTABJIEHHOTO 3 PA3JIHYHbIX MATEP- 
HAJIOB. 


Die in Nr. 5 des I. Teils 1) gegebene Behandlung des Knickproblems ist zur praktischen 
Berechnung der Knicklast nicht geeignet. Dagegen liefert die hier in Nr. 6 angegebene Energie- 
methode einfache Näherungsformeln für die Knicklast als Modifikationen der Eulerformel. Der 
Vergleich mit den in Nr. 5 gewonnenen Zahlenwerten zeigt, daß die bei der Aufstellung dieser 
modifizierten Eulerformel gemachten Annahmen berechtigt sind. Während anschließend in 
Nr. 7 eine zahlenmäßige Übersicht über die Abhängigkeit der Knicklast von Stablänge und E- 
Modulverteilung gegeben wird, geschieht dasselbe für die Knitterlast in Nr. 8 auf Grund der. 
theoretischen Überlegungen der Nr. 2—4 (Teil I). Die Bemessungsgrößen des Verbundstabes 
(Deckschichtdicke, Füllschichtdicke, E-Modul und Gewichtsverhältnis) sind nun so zu wählen 


‘) F. Reutter, Über die lität. dreischichtieör Stähe 
(19 2 Bar. T er die Stabilität dreischichtiger Stäbe und Platten usw. I. Teil, Z. angew. Math. Mech. 28 
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lichem Arbeiten in diesen ‘Gebieten befähigte. Die besondere Vorliebe galt den Semi- R 
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.  -marien, vorwiegend dem Seminar für Mechanik, das gemeinsam mit allen Prof ss ven E 
die die Mechanik pflegten, durchgeführt wurde. Hier wurden klassische und neue Ar ; 
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daß bei möglichst geringem Gewicht eine möglichst große Last übertragen werden kann. Dieses 
-  Optimumproblem wird in Nr.9 behandelt unter der Annahme, daß die kritische Stauchung 
_ der knitternden Deckschicht im elastischen Bereich bleibt. Dabei zeigt sich, daß die Verwendung 
einer Füllschicht mit ungleichmäßig verteiltem E-Modul sich u. U. günstig auswirkt. Esgibt (wie 
beider Halbebene so auch beim Parallelstreifen) einen von der Dicke der Füllschicht unabhängi- 
gen Exponenten k der E-Modulverteilung, über den hinaus kein Knittern mehr eintreten kann, 
weil (in Abhängigkeit von der Wellenlänge) kein Minimum der Knitterlast mehr existiert. Wählt 
man %k in diesem Bereich, so läßt sich z. T. eine Erhöhung der Knitterlasten gegenüber dem 
. homogenen Fall erzielen. Es tritt dann außerdem durch die Konzentration der Füllschicht 
.an den Rändern im Optimalfall eine gewisse Verringerung der Blech- bzw. Deckschicht- 


ng" 7 Pr Ir. 


dicke (bei gleichem Gesamtgewicht) und eine wesentliche Herabsetzung der Füllschichtdicke 


ein. In Nr. 10 endlich wird die Übertragung der Ergebnisse auf Verbundplatten diskutiert. Die 
“Formeln für das kurzwellige Knittern gelten ohne weiteres auch für längsgedrückte Platten. 


Für das Knicken freilich ist eine modifizierte Plattenknickformel anzugeben. 


7 6. Die Knicklast nach der Energiemethode. | | 
Wir betrachten nochmals wie in Nr. 5 den aus zwei dünnen Deckschichten und der Füll- 


schicht bestehenden Stab (Bild 8). Unter der Annahme eines konstanten E-Moduls der Füll- 


schicht läßt sich die Knicklast nach der mittels der Schubkorrektur modifizierten Eulerformel 
berechnen: 


Hr 2b2t 2) 
P='54 2 ea I Be (44) 
2 ne 
mit u = —t (E, = E-Modul der Deckschicht, E,—= E-Modul der Füllschicht). 


E, 

Es soll eine Modifizierung der Formel (44) für den Fall des ver- 
änderlichen E-Moduls gegeben werden, um die Knicklast rasch be- 
rechnen zu können. Dazu bedienen wir uns der energetischen Me- 
thode 8). Nach dieser bestimmt sich der kritische Wert der 
Druckbelastung als die Last, für die die Arbeit 7’ der Längs- 
kräfte gleich der potentiellen Energie U der Biegungs- und Schub-, 
kräfte wird. Ist - 


u = Ösin my, (m 7) Bild 8. 
die Gleichung der Mittellinie des ausgeknickten Stabes, so wird 
1 
P Se Ö2m2P. 
ns, 7) a) = 
Ö 
U aber setzt sich zusammen aus der potentiellen Energie der Biegung 
1 
Pay 62 P2l j 
= | ——dy= 35; = JpBech =:2 621 
Gr | 22,9, zn; Mt A=/sen 
und der potentiellen Energie der Schubkräfte 
I +b 
1 
| | der tu dedy A ee (45) 
0 —b 


Dabei wird näherungsweise gesetzt) (Q—= Querkraft): 
Q=b-t-.Q Öön 7 Y 
%y > 7 ge AHA: 


Ferner ist unter der Annahme verschwindender Querkontraktionszahl » der Füllschicht: 


Tey 


PIE (2) 


i übli i i i hat hier den Wert 1. 
2) Der sonst in der Schubkorrekturformel übliche Faktor £ im zweiten Glied des Nenners i 
x Timoshenko-Lessels, Festigkeitslehre, Berlin 1928, $47 und 49. S. z.B. Handbuch der Physik, Bd. VI, 


Berlin 1928, S. 283. £ : ; 
“) Die Energiemethode an sich ist eine strenge Methode. Jedoch läßt sich die Rechnung nicht mit dem exakten Wert 


für z_, der sich aus Nr. 1 (Abhandlung I u: F. Reutter:! Halbebene und Parallelstreifen mit veränderlichem Elastizi- 
tätsmodul, erscheint im Ing.-Arch.) ergeben würde, durchführen. Daher die Näherungsannahme Gl.(45 a). 
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Be hie 

N 
bedeuten Pyittellinie, 
BE 
2 Ne EA 
die Ansä 
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= 


E(x) = B„ (ka? +1) (46b) bzw. E(a)= ka (ie) ke; 2“ 
verwenden, die keinen Knick’ der E-Modulverteilung in der Mitte des Parallelstreif ns erg 
Ba wird die Knicklast = LH ar Em 5 : R 

POS ER Frame NR 


"2net 


0? 
a ET a Ne 
| ee ) 


Ferner wird 


Ä 20084 
lim PÜ) — Jim P\® = lim P®) — Be Inetb’ 
a k—0 > 0 I BB, 
z 


für k=0 gehen also alle 3 Formeln in die Eulerformel über. E j 
Außerdem kann die Knicklast, allerdings nur für kleine k*, ohne große Abweichung ‚auch 


mit dem mittleren Z-Modul E N { x 


berechnet werden. Die erhaltenen Werte sind aber größer — für große k sogar viel zu groß 


-— als die nach den Gln. (47a, b, c) berechneten. 


Tabelle 5 zeigt für k*= 1, k = 0,8215, u = 16,68.10-° und verschiedene Stablängen die 
Werte der Knicklast bei Berechnung nach (47a), (47b), (47e). Um vergleichbare Werte zu er- 


halten, wurden zu den Ansätzen (46b) und (46c) die Werte von k so bestimmt, daß 58 . 
; n 
in beiden Fällen mit dem | — von Gl. (46a), das zu k = 0,8215 gehört, übereinstimmt, 


dx Rand 
d.h. b) k= 1,06205, c) k = 1,05294. 


Tabelle5. 

I[em] + | 63,00 | 12,09 | 5,41 | 2,21 
(47 a) 83,72 kg 91,63 kg 91,80 kg 91,95 kg 
(47 b) 711.28 „ 76.93 7112 „ 7715 „ 
(47 c) 8120 „ 88.63 „ 88,87. 88.93 ) 


*. Numerische Werte der Knicklast für verschiedene Stablängen und E-Modulverteilungen. 

In den Tabellen 6 und 7 sind die Werte der Knicklast bei festem u = 16,68.10-5 in Ab- 
hängigkeit von der Stablänge Z und dem Verteilungsexponenten k* des E-Moduls für b= 2 cm 
und d5=1cm enthalten. Die Zeilen (1) geben den Normalwert der Knicklast nach Gl. (47a), 
die Zeilen (2) die zugehörigen Werte bei Berechnung nach dem mittleren E-Modul, die Zeilen (3) 
den ‚„‚Minimalwert‘“‘ der Knicklast, wenn Erüuschient = konstans = Eyitteninie. In der Tabelle 6 sind 


außerdem die Werte der symmetrischen Knitterlast eingetragen, die auf Grund der Er- 
gebnisse der Nr. 4 gemäß der Beziehung 


P,=2#,t8 


berechnet sind. Sie können an sich auch als Knick lasten für Stäbe von den entsprechenden 


Längen angesehen werden. Ihre Werte liegen aber für größere Stablängen und größere k* fast 
*) F. Reutter, Halbebene und Parallelstreifen usf, Ing,-Archiy, 


a re EEE EEE BEER, 


LE om 
7 x 63,00 
Bu: 


SR ES N a ee 


fi 
Le 


38,24 


2,70 2,21 | 


186,87 | 214,82 | 231,39 | 232,46 | 233,10 |2s3,31 |2s342 (23345 | (Wy=@)=() 
| 116,60 [122,355 [112,90 |109,52 | 102371 | 9292 | g707 |s9,16 429 
. | 174,73” | 197,82 | 213,13. | 214,02 |214,56 |214,75 |214,84 |214,87 () 
0,1 | 172,23 | 195,63 | 210,51 |214,06 | 214,61 | 21480 | 214,898 [214.92 (2) 
163,47 | 183,49 | 196,61 | 197,36 | 197,83  |.197,98 | 198.06 . | 198.08 (8) 
6297 | 2275 | 67,48 | 80,26 | 8712 | 85,31 | 83,54 | 86,31 (de 
[129,69 | 141,93 |149,71 | 150,14 |15041 | 150,50 |'150,54 |150,56 DW 
0,5 | 133,92 | 147,72 | 156,06 | 158,52 | 158,83 | 158.93 | 15898 1159.00 | 
92,52 | 98,55 | 102,28 | 102,48 | 10861 102,65 | 102,67 [102,68 (3) 
1,140 | 2,849 | 27,36 | 3446 | 47,65 | 60,36 | 70,33 | 706 | (&) 
83,72 | 89,16 | 91,68 | 91,80 | 91,89 | 91,98 | 91,95 |: 91,95 (a) 
1,0 [100,50 | 108,13 |112,54 [11424 |ı137 [11443 |11445 |114,48 >) 
43,04 | 44,53 | 4,9 | 45,08 | 45.09 | 4510 | as1ı | 45,12 (3) 
0,4577 | 1,160 | 8,592 | 1714 | 31,30 | A363 | 56,96 | 68,10 (4) 
28,89 | 2942 | 29,78 | 20,80 | 29,81: | 3951 | a9sı | 28,81. () 
2,0 | 6,73. | 65,669 | 67,279 | 68.22 | 6807 | 6820 | es |e831 | ©) 
8,653 | 8,691 |) 8,732 | 8,733 | 8732 | Bra | 8734 | 8,134 (3) 
n 2er — 3,599 | 6,883 | 1503 | 2549 | A113 | 5412 (4) 
8183 | 8,294 | 8271 | 8372| 8,378 | 8,378 | 8,378 | 8,978 (a) 
30 | 44,07 | 45,52 | 46,299 | 4692 | 46,95 | 46,96 | 4696 |a696 | () 
1,6834 | 1,689 | 1,691 1,212.) 1712.) 122-| 272.) 17292 ) 
= ge 2311 | 4116 | 9,806 | 1825 | 3307 | 46,45 (4) 
0,5194 | 0,5205 | 0,5208 | 0,5273 | 0,5273 | 0,274 | 0,5274 | 0,5274 () 
50 | 26,72 | 27,26 | 27.54 | 2790 | 2792 | 2792 |2792 | 2792 2) 
0,06222 0,06233  0,06235| 0,06313| 0,06314  0,06314| 0,06314 | 0,06314 | (8) 
= 0,6664 | 1,6714 | 2,780 | 6,643 | 13,72 | 26,90 | 39,76 (4) 
Tabelle 7. b=1lcm 
Iıcm) R 
PN = 63,00 | 38,24 | 12,09 8,56 5,41 3,82 2,70 2,21 
0 Iw=@=W| 77,84 | 98,58 | 114,65 | 116,33 | 116,54 | 116,65 | 116,69 | 116,71 
(1) 75,71 95,18 | 110,08 | 111,00 | 111,83 ‘| 111,98 | 111,96 | 111,98 
0,1 (2) 75,74 | 95.23 | 110,14 | 111,06 | 111,89 | 111,99 | 112,01 | 112,04 
(3) 73,56 | 91,93 | 105,76 | 106,58 | 107,37 |: 10746 | 107,49 | 107,51 
1) 67,16 | 82,16 | 93,03 | 93,00 | 9428 | 94,35 I 94,37 | 94,38 - 
05| @& ezrsı | sBıT | a2 | 9a | 9561 | 9568 | 95,70 | 95,72 
.(3) 53,08 | 68,99 | 76,09 | 7680 | 7m33 | 7788 | 7740 | 77 
(ı) 56,897 | 67,29 | 7441 | 7a00 | 7520 | 7625 | 7526 | 78,27 
| & 59.338 | 70,73 | 78,64 | 7897 | 79,52 | 79,58 | 79,59 | 79,60 
(3) 42.04 | 4749 | 5093 .| 50,97 | 5130 | 51,33 | 51,33 | 51,34 


durchweg viel zu tief, so daß der an sich naheliegende Gedanke, die Knicklast auf diesem Wege 
zu berechnen, i. a. keine brauchbaren Resultate liefert. Wir erklären dies damit, daß die in 
Nr. 2 zugrunde gelegte Zimmermann sche Hypothese nur für kleine Wellenlängen einiger- 
maßen brauchbar ist. Denn sie besagt, daß die Einsenkung in einem Punkte der Füllschicht 
nur vom Bettungsdruck in diesem Punkte abhängig, also unbeeinflußt von den Nachbar- 


. punkten ist; diese Annahme trifft um so eher zu, je kleiner die Wellenlänge der Normalbelastung 
wird. 


Schließlich gibt die Tabelle 8 einen Vergleich der nach den verschiedenen Annahmen 
berechneten Knicklasten für db=2cm, k* = 1,0 und 1 = 63 cm für zwei verschiedene u-Werte. 


Tabelle8. (1) Knicklast nach Gl. 47a—c. (2) Knicklast mit mittlerem Z-Modul nach Gl. 44, u = = { 
{ 1 


(46 a) (46 b) (46 c) 

R a) 83,72 kg 71,28 kg 74,00 kg 

Be 10T (2) 100,50 kg 90,61 kg 96.10 kg 
156,40 kg 146,81 kg 155,68 kg 


| der (1) 
u = 34,44.10 (2) 186,15 kg 181,28 kg 181,28 kg 


rs u S b- et Abaaz u laftı > vr. 
y : 2 e > n L > - b 2 


1 * ’ Ba, 5 


‚136 | __ Beutter, Gr 


B= 
und Re —2cm. Die ausgezogenen Kurven gelten für den er die sichpunktiten 


mn mn 


Poraliestreif (sym) (b- 2m) RN E 
ar i rn . esym) »- | 5 | 


4:05 EEE SET Halbebene 


Parallelstreifen (sym.) (6-7) 


a a (asym) = 
7 Halbebene .; 


Bild 10, 


für den asymmetrischen Fall beim Parallelstreifen, die gestrichelten dagegen für die Halbebene. 
Die Bilder 10 und 11 geben den wesentlichen Verlauf der entsprechenden Kurven fürdb=1cm 


und d5=4cm. Es zeigt sich, daß für größere ß2, also kleine Wellenlängen, die entsprechenden 


Ni . 
\ d 


Stäbe und Platten 


- 


’ 5 


Be "Kurven der drei Rev enschraren Intener ehr RAR über ce a ee 

Er gunven der. de rvensch; nme nder gehen, jedoch liegen die asymmetri- 
schen Kurven immer am tiefsten. Für kleine ß?, also große Wellenlängen, liegen sie en we- 
sentlich tiefer. Nun wird sich die Wellenlänge der Knitterwellen so einstellen, daß diekr- 


e tische Stauchung ein Minimum wird. Die Kurven zeigen, daß zwar die symmetrischen Bul- 


 Porallelstreifen (sym) (b-4) 
 aym) . 


Sean Halbebene 


ae ae 


Sr 
—_ 
=. 
—_ es 
=-—— 
Bl Se 


nm m 1 0 1 1 > 


a BRSSUN, Re . kai 


= mn m 
—, m 


+ . 01 02 03185 0375 ; 0,5 j 075 = 
Bild 11. ER 


kurven für den ganzen aufgezeichneten k*-Bereich ein Minimum besitzen, während die asym- Pr 
metrischen nur für 0 <k* < 0,62... ein Minimum haben. Das Minimum ist um so ausgeprägter, Be. 
je kleiner k* ist. Jedoch liegen die asymmetrischen Werte der kritischen Stauchung durchweg © 
niedriger als die symmetrischen Werte, so daß das Knittern, wenn überhaupt, dann immer nach E 3 
der asymmetrischen Form erfolgt, der symmetrischen also keine Bedeutung zukommt. Für De -- 

*b= w fallen symmetrische und asymmetrische Kurven zusammen. Es gibt also auch beim 
Parallelstreifen wie bei der Halbebene einen Grenzwert von k*, der wenig größer als 0,5 ist  - 
über den hinaus keine Extrema von & mehr eintreten. In der Behandlung des Knittervorganges = 
besteht daher kein wesentlicher Unterschied zwischen Parallelstreifen und Halbebene. Für 
k*— 0 erhält man bei b= oo den Wert & = 0,63 u?!?, bei b=2cm dagegen e = 0,615 u?’?, 
für k* = 0,5 sind die entsprechenden Zahlen 0,506 „2/3 und 0,480 u?l®. 

Die Rechnungen wurden auch für die größeren k*-Werte ausgeführt, da es immerhin 
denkbar wäre, daß für größere k* einmal die &-Werte des symmetrischen Falles unter die asym- 
metrischen Werte herabsinken. Es zeigte sich, daß’ dies nicht der Fall ist. 

Bei der Halbebene wird ferner 

ims=0 für k* #0 und ime>o für k*=0, 
B— 0 >) 
während für den Parällelstreifen im*symmetrischen Fall offenbar durchweg gilt lim & >, 
B—>0 


at a N Ds a as 


im asymmetrischen dagegen (mit alleiniger Ausnahme von k*—=0)lime=0. 
B—0 


9. Das Optimumproblem des Verbundstabes. 

Die Bemessungsgrößen des Verbundstabes sollen so gewählt werden, daß bei möglichst 
geringem Gewicht eine möglichst große Last übertragen werden kann. Hierzu muß zunächst 
festgestellt werden, welche Beulmöglichkeit (Knicken oder Knittern) sich wirklich einstellt 
und wie die Bemessungsgrößen des Stabes von der E-Modulverteilung (und damit auch der 
Dichteverteilung) über die Füllschicht abhängen. e 

Das Gewicht des Stabes je Einheit der Länge und Breite beträgt 


+5 
9=2ynit)yade NE ee 25th) 


Die nlitsrdellenlänge stellt sich, 
annimmt, Rechnen wir im Bereiche der Knit 
230 ei; En Gl. 34, Au teiin, Ts : 


x 


N. 
Ba. 


Br daher wegen der Abhängigkeit von 0, von k*. ’ Ber 
B: Emin = 9 (kt) IP. Buena RZ je E 
HE» Die Funktion 9 (k*) jäßt sich aus der gestrichelten Kurvenschar in a 
2 mitteln. Sie ist eine nur für0< k*s 0,6307 ... reelle, dort aber doppeldeutige Fu 2 
ls, Bild 12, gestrichelte Kurve; zum Minimum der Knitterlast gehört der untere Zwe 
Er: $ Fe sichtlich gelten aber für den Parallelstreifen im asymı 
Ri ING m) a “ schen Fall ganz analoge Beziehungen: | ER ee 
er, : RN zu Sr 5 RE 
REIT: \ IeR elöpenlhierte Kurve in Bild 12; er de entspre Bi: 
14) \ 50000 chenden Kurvenscharen in Bild 9 entnommen); auch g,(k*) 
| | 
\ 
\ 


ist nur für k*-Werte < 0,62... definiert. (Der Wert ist gemäß Bi: 
Bild 12 extrapoliert). Für andere b-Werte erhält man kein 

Se ee _ wesentlich anderes ‚Ergebnis. Es ist also min von u und k* 
er \ © abhängig. Wenn wir für y (x) einen analogen Ansatz wie für 
den E-Modul machen, so wird für 2 >0: 


05 EEE an ei : x 
und daher mit = ? 
o 0 02 08 0 05 06 07 k* a Bee 2 T x 
Bild 12, Q=2yı ( +74 eh) - 2% Ar 
ie Für eine bestimmte Reihe von Füllstoffen sind das Verhältnis r der spezifischen Gewichte 
, und das Modulverhältnis u nach experimentellen Befunden angenähert durch die ‘Beziehung 
2 | a=9T mie UST ee Re (51) 
R- verbunden, so daß auch gilt 
E M 2 
| | Q=2yli+ Ku—eh) Eee 0 (52) 
2a Nun ersetzt man in Gl. (47a) gemäß Gl. (52) d durch @. Mit 
A u 2yıt FB k 
A HESOS8 = 1 — oe —kb ee ee 
3 En: Q 2 yıl 9 k (1 e )» € ) Yyı u’ 
1 Fd k 4n?y,t 
b=—-In(1—$), ee Fr 
; zu de 2 'P a ER» und USE <IY SE ER) 
Br: wird die Knicklast P@) bei festgehaltenem Gesamtgewicht @ des Stabes b 
".2n8E,t [In{1i--57% 
PV)=-P,()= + ia® BE a (53). 
KR + a? 


Nun ist die Knitterlast P, nach Gl. 31*, I. Teil und den GIn. (49) und (50) eine monoton 
zunehmende Funktion von # (und wegen der Gestalt von g(k*) bzw. g, (k*) eine monoton 


abnehmende Funktion von k*), P, dagegen ist eine monoton abnehmende Funktion 
von u. 


Für k= 0 ergibt sich dies bei festgehaltenem F sofort aus 
E,n® o F2t ß 
2 yıml Hy, Ort’ 


fürk £0 zeigen wir, daß nach Gl. (53) P, (€) für das in Betracht or Intervall (Gl. 52a) 
0 <E&< Leine monoton zunehmende Funktion von £ist, indem wir ae daßfürO <E<1 


ER; —E£ 
| | 


Pı (u) -0= 


o 


Br > nd Y BAR Zt - Be ver 


— 2n? ER tE— £ . a 

2. I . T - € en 2 , JE—E De = 

Pa — nr Rt 4m): Ä 

a Me k2 &2 °\3 aan er 1.28 Ju re = 
| es | 27 | 


. Der erste Faktor ist für 0<&<1 stets positiv. Der zweite Faktor kann für 0 <&<1 nicht Br 
’ ‚verschwinden, da seine Nullstellen sich als Schnittpunkte der festen Kurve ne 


Be Le 


mit der Schar der zur &-Achse parallelen Geraden der unteren Halbebene 9; (£) = 


a2 


ergeben müssen. Nun ist lim an(d)=0, limy,()=+o und für O<E<I1 ist dauernd ° 
> 0 e— 1 


9% (&)> 0; denn die Gerade M=—2E und die Kurve 7,—= (2—£) In (1—£) schneiden einander - 
nurin&=0. Mit 9 ist aber auch P; (£) stets für 0 <&<1 positiv, P, ist also eine monoton 
. zunehmende Funktion in &£ und daher nach Gl. 52a eine monoton abnehmende Funktion in u. 


- Die monotone Abnahme von P, mit zunehmendem u ist auch aus den Tabellen 6 und 7 
erkenntlich. Denn zu d=1cm gehört nach Gl. (52a) gegenüber b= 2 cm ein kleineres & und 
daher ein größeres u, während das explizit vorkommende u festgehalten wurde. Seine gleich- 
zeitige Vergrößerung würde, da nur logarithmisch erfolgend, die stärker wirkende Verkleinerung 
von 5 nicht aufheben können, während andererseits in Tabelle 8 bei festgehaltenem 5=2 cm 


nur das explizit vorkommende u verkleinert ist, so daß hier in der Tat (da @ nicht fest bleibt), === E 


P, wächst. 


Von zwei Beulmöglichkeiten stellt sich immer die zur kleineren Last gehörige ein, also 


für große u Knicken, für kleine u Knittern. Man erhält daher die größtmögliche übertragbare 
Last, wenn man für u den Wert wählt, für den sowohl Knicken als auch Knittern möglich ist. 
Es handelt sich also darum, bei gegebenem @ und jeweils festem k 
| Pı=hlti,uwk) 
zu einem Extremum zu machen unter der weiteren Nebenbedingung 
Von = Bar 

Wir wollen hier diese Extremalaufgabe auf rechnerischem Wege lösen. (Für k* = 0 ist 

auch eine recht einfache graphische Lösung möglich®) ). 


Für k* = Oist die Knicklast 72 %b2t 
Fe I mehr BR TE ET NT TER ee (54a), 
| + 
‚die Knitterlast MN ON UWE N N a (54b) 
das Gesamtgewicht Q=2y, ( + o) e 
kt / 
Wir setzen wieder k* = RE und führen durch die Ansätze 
Pa er N. nt \_„Zurb RIED re 


ee ENTE ee 

dimensionslose Veränderliche ein (p*: dimensionslose Last, g*: dimensionsloses Gesamtgewicht). 

So erhalten wir aus den Gln. 54a u. b: 
y 2 *3 1 Fe 2. * j 
Fe Bl .r ent — (615 T Re el (54*). 
tg alla) 

Gesucht ist das Minimum von 7,* unter der Nebenbedingung p,* = p,*, also dasjenige 
Wertepaar x, u, das die beiden Gln. 


9 Pı* 9 p,* 
0% 0% 
ur = ur und pP = Bor EC . (55) 
ou ou 


°,w.Flüggeu.K.Marguerre, Die optimale Knicklast eines Stabes, der aus zwei durch einen leichten Füll- 
stoff verbundenen Blechen besteht. Luftfahrtforschung, Untersuchungen u. Mitteilungen, 1360/1, s,a. K. Marguerre, 
Die optimale Beullast einer längsgedrückten, gelenkig gelagerten Platte usw. U. M. 1360/2. 
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140 Reutter, Über die Stabilität dreischichtiger Stäbe und Platten Tu&kn, ö 
Wi erfüllt. Die weitere Durchrechnung zeigt, daß x (unabhängig von ®) der Gl. 8. Grades v n E 
ee ER BR 
— 29,076 (2° — 2,4 a7 + 1,92 06 — 0,512 29) g*° ee 


genügt. Die hier benötigte Wurzel dieser Gleichung liegt zwischen 0 und 1. 
‚Der zugehörige Wert von w ist 


re De) TE a ...(56). 


Für k* +0 wird entsprechend, indem man von der Gl. (53) ausgeht, 3 


P * Ver TE 
*3 23 I (1 m De) 
ad u x 


Rh. era al 122 z1—a) 
ı@ 1 k*dl—z 
RE 


2,* q* 2 u2]3 ? 


ee 
BE) 
Es ist wieder dasjenige Wertepaar x, u zu ermitteln, das den Gln. (55) genügt. Dabei ist 
J(k*) = g, (k*) der Faktor, der zu k* +0 das absolute Minimum der Knitterlast bestimmt 
(s. Gl. 50). 
Durch Umformung ergibt sich, daß x und x» auch den beiden Gln. 


F (x, u) ER EL krudz _ 


2 ae 
fe) a k*2 f(k*)us8  2f(k*) kr 2f(k*) 2, N 
(z, u) =1In ET a Se 
genügen mit 
| k+ 91 — x 
z—=]1 „213 Er (58) 


Als Ausgangswerte für ihre angenäherte Auflösung nach x, « könnten die aus den Gin. 
(55*), (96) bei k* = 0 ermittelten Werte dienen. Jedoch führt dies zu einer zu großen Zahl von 
Iterationsschritten. Man kann aber mit einer einzigen Gleichung für eine Unbekannte aus- 
kommen, indem man an Stelle von u die neue Veränderliche z nach Gl. (58) einführt. 


2 (k*) krtz 


en — f(k*) krz- nn 
Mita=Ins, b=f(k*) k*z i = ge (1 —z)® 


d=In?z,, e=—2f(k*k* (1 —2)zT, nr N 
‘gehen dann F(z, u) und @ (x, u) über in 
F (x, Jar, 
m Tom 
G(z, Jedterg lt. 
So wird 
Mi c(d-+e) . k*+ö(l—a) n 
"gar tearegk ee (59) 
und z genügt der GI. 
_ Ja +b)g El sr»; 
D (2) em} a (60). 


Sie wird zweckmäßig nach der regula falsi behandelt. 


Die erhaltenen 2-Werte sind unabhängig von 9, in ® (2) ist nur der 2. Bestandteil von g* 
abhängig. 


Man kann Gl. (60) auch in der Form: 
(1 1a)" g*? 
d-+e l(d+e)c (d +e)c  Kraf (kr) 2 


t 


ENTE EN TR RE EN We 
EN‘ \ a 


a 


Harsich, 


2 a SER TE ee d+e ei (rt 3) 
mit der Schar der Geraden 
.“ 2 \ 2 


pr 


H 


\ 
und daher je für festes k* wiederum aus einem ee zu bestimmen. Bee 
aa den nach Bestimmung von z aus e erhaltenen Werten von x und Br berechnen ’ 


19 20% PR ER 2 = : 
EN BET, _Peldon 2 \ (61) 
7 Bart; Ä 2 
ER, 
u 


Ferner geben v wir die Dicke eines Vollstabes gleicher Festigkeit. aus dem Material der 


= Deckschieht mit 


- - $ 2 \ 2 g » 
3 ee b,= jean ae 10239 
272 B,: RE 
el die Dicke eines Vollstabes eich Gewichts mit 
ER = 210g* 
bred. Pr 
2 z i BL NE 
und seine Knicklast mit 
2m E, 5a 
Prea. ee =, . (64) 
an. 
: Tabelle 9. Optimale Bemessungsgrößen. 
v 1/20° 1/90 
FE 7=g*d q*/20 g*/%0 
k* 0 | 0,1 | 0,5 N) | 9, 0,5 
0,1 t (cm) 0,0607 0,0572 0,0732 0,0135 0,0127 0,0163 
b (cm) 1,99 ° 1,72 1,26 0,937 0,811 0,595 
7 0,99 - 10-3 1,25 - 10-3 1,07 - 103 0,105-10-3 0,131 - 10-3 0,112 - 10-3 
* 0,00742 0,00778 0,00735 0,00742 0,00778 0,00735 
P (kg) 520,9 546,0 514,83 25,73 26,96 25,42 
b, (cm) 0,768 0,778 0,762 0,281 0,285 0,278 
bred 0,2005 0,2005 0,2005 0,0446 0,0446 0,0446 
Bei 9,36 9,36 9,36 0,103 0,103 0,103 
0:5; t 0,266 0,260 0,243 0,0592 0,0576 0,0540 
b 3,70 3,35 228) 1,75 1,58 1,08 
u 3,17 - 10-3 3,62 - 10-3 5,64 - 10-3 0,33 - 10-3 0,38 - 10-3 0,59 - 10-3 
p* 0,0708 0,0717 0,0738 0,0708 0,0717 0,0738 
P 4975 5035 5180 245,7 249,2 256,4 
bo 1,62 1,63 1,65 0,597 0,600 0,606 
Dred 1,00 1,00 1,00 0,22 0,22 0,22 
Pred 1170 1170 1170 12,83 12,83 12,83 
1,0 2 0,484 0,476 0,429 0,107 0,106 0,096 
b 4,94 4,53 43:23 2,33 a4) 1,53 
u 5,24 - 10-3 5,82 - 10-3 9,10 » 10-3 0,55 - 103 0,60 - 10-2 0,95 - 10-8 
p* 0,1703 0,1805 0,1795 0,1703 0,1805 0,1795 
12 11950 12606 12599 592,5 628,0 624,5 
b, 2,18 2,22 2,21 0,80 0,82 0,81 
bred 2,00 2,00 2,00 0,45 0,45 0,45 
Pred 9358 9358 9358 102,7 102,7 102,7 
2,0 t 0,858 0,848 0,794 0,191 0,189 0,177 
z b 6,70 6,18 4,45 3,16 2,87 2,10 
u 8,55 - 10-3 9,37 - 10-3 13,6 - 10-3 0,896 - 10-3 0,994 - 10-3 1,425 10-8 
p* 0,440 0,441 0,434 0,440 0,441 0,434 
P 30909 30981 30412 1526,4 1529,9 1501,8 
by 2,99 2,98 2,97 1,10 1,10 1,09 
bred 4,01 4,01 4,01 0,89 0,89 0,89 
Prea 74900 74900 74900 821,5 821,5 821,5 


(ea 


0. Reutter 


7: elle 9 gibt eine Zusammenstellung der optimalen Werte von n BEER EN er 
1 — für 0 Sk*< 0,62... 


gehörigen bu, b,, P, für verschiedene g* und die Werte 9= 50 undd® = 50 TEE: h) = Be 
Der Füllstoff mit dem größeren # ist als besser zu bezeichnen. Es kommt ihm bei kleinerem — u 3 
"spezifischen Gewicht ein größerer E-Modul und damit eine größere Stabilität zu. CHR © FE # 
Die Diskusion zeigt, daß für den Optimalfall im Durchschnitt zwar die Verwendungener 


Füllschicht mit ungleichmäßiger E-Modulverteilung praktisch keine. Lastverbesserung (bi, 
gegebenem q* bzw. Q) und damit auch keine nennenswerte Gewichtsverbesserung (beit ge- ® 
gebenem p* bzw. P) mit sich bringt, daß aber doch zwei andere Vorteile eintreten, Be man. Di = ; 
einen geeigneten k*-Wert zwischen 0 und 0,5 wählt. Es ergibt sich so 2. B. für g=1lund | Be 

k* = 0,5 eine rund 12 proz. Verminderung der Deckschichtdicke, also eine nicht unbeträcht- EI 

liche Metallersparnis und eine Verringerung der Füllschichtdicke von rund 10 auf 6cm bei 
annähernd gleichem Gesamtgewicht und einer um rund 5% höheren Knicklast. Für q* —=0,5 % 
liegen die Verhältnisse fast ebenso günstig, während für kleine und für wesentlich größere Ge- er 
wichte (s. g* = 0,1 und g* = 2,0) zwar die Verringerung der Gesamtdicke in ähnlichem Maße N 
erfolgt, dagegen die übrigen Größen ihre optimalen Werte offensichtlich für kleinere k*-Werte 


 (k* 0,1) annehmen. 


Es ist-besonders zu beachten, daß eine dünnere Füllschicht von konstantem u-Wert in 
Höhe. des zu k* = 0,1 oder 0,5 gehörigen Wertes von u ungünstigere Verhältnisse liefern 
würde. Denn mit größerem u steigt zwar P,, aber gleichzeitig sinkt P.. A 

Alle Überlegungen und Folgerungen gelten unter der Voraussetzung, daß die kritische 
Stauchung der Deckschicht noch im elastischen Bereich liegt. Die Ausdehnung auf den ideal- 
plastischen Bereich, in dem nach Erreichung der elastischen Grenzspannung o, mit weiterer 
Zusammendrückung keine weitere Spannungserhöhung mehr erfolgt, würde keine besondere 
Schwierigkeiten bereiten. Doch soll hier, da es uns nur auf die Darlegung der prinzipiellen Ver- 
hältnisse gegenüber der homogenen Füllschicht ankam, darauf verzichtet werden. 


10. Die Verbundplatte. 


Die Ergebnisse der beiden vorliegenden Arbeiten gelten zunächst für den Stab, sowie für 
"eine in der z-Richtung (senkrecht zu unserer Zeichenebene) unendlich ausgedehnte, in der Brei- 
tenrichtung gedrückte und an den Längsrändern gestützte Platte. Da eine Stützung an den 
kurzen Querrändern den größten Teil der gedrückten Fasern nicht beeinflußt, so gelten sie mit 
guter Annäherung auch für eine quergedrückte längliche Platte?) (Länge a, Breite ), die an ihren 
Schmalrändern gestützt ist. Die Formel für die Knitterlast gilt wegen der Kürze der Knitter- 
wellen sogar noch für eine längsgedrückte, allseits gestützte Platte « > !. Zur Behandlung des 
Optimumproblems einer solchen Platte bedarf es daher nur einer modifizierten Plattenknick- 
formel. Die Knicklast der Platte ergibt sich durch analoge Überlegungen wie in Nr. 6 zu 


en 221 (p% +18 


P,=E,— — —aor (65) 
1? Ant 
2 Er ee 2 
ß ( TARES 1) (ß +) 
SO ERN RA „in (&- N ' ) 
mit a came 1 | Ar men nt Wellenlänge der Knick wellen). 


Die jetzt zunächst noch unbestimmte Wellenlänge der Knickwellen stellt sich so ein, 
daß die Knicklast einen möglichst kleinen Wert annimmt. Da A<&b wird, genügt die Behand- 
lung der unendlichlangen Platte. Wiederum zeigt sich, daß (nach Elimination der Plattendicke . 
2b) P, eine monotone fallende Funktion von i ist, und nach Bestimmung des Minimums Pr 
von P, (als Funktion von ß) ist die weitere Behandlung des Optimalproblems der Verbundplatte 
nur noch eine Sache der numerischen Rechnung, die ganz analog wie in Nr. 9 verläuft. Ledig- 
lich an. Stelle von p,* tritt das zu P, gehörige ?,*, während alle mit p,* zusammenhängenden 
Gleichungen und Größen unmittelbar aus Nr. 9 übernommen werden können. 

Die Schlußfolgerungen der Nr. 9 bezüglich Material- und Raumersparnis bleiben daher 
auch für die Verbundplatte bestehen. 


?) K. Marguerre,l.c. (U. M. 1360/2). 


Eingegangen 18. 8. 47, 


2: gE in ] problem füı Berechnung von Kabelkapazitäten e 
Ein Minimalproblem als Grundlage für die Berechnung 
MET, von Kabelkapazitäten?). 

Von Max Landsberg in Radebeul. 


er... Unter den üblichen Voraussetzungen könmen die Betriebskapazitäten von Kabeln mit funktionentore- 

Er: tischen. Hilfsmitteln berechnet werden, wobei sich aber im Falle von mehr als zwei Leitern nur Näherungs- 
P: werte angeben lassen. Durch die im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate durchgeführte Lösung eines Be 
5 E Minimalproblems gelangt man zu besonders guten und auch einfach gebauten Formeln für die Kapazitäs-- 
RER berechnung, wobei; sich die Verwendung gewisser Mittelwerte als besonders günstig erweist. Durch eine 
Abänderung der Minimalaufgabe findet auch das Problem der Berechnung elektrischer Schwerpunkte seine 


a a 


Erledigung. RR, 

With the usual. suppositions, the ‚operating capacity of cables can be computed by aid of the theory of u 

Junctions, but in the case of more than two conductors, only approximative values are attainable. If in sol- u 

BE N ving a certain minimum problem the method of the least squares is applied, especially effective formulas of 

2 simple structure for the computation of the capacity are resulting. The application of certain mean values 
- ‚proves particularly advantageous. With a modification of the minimum problem, the centres of electricity . 

too, can be computed. 2 u 


Ilpn oösruHsIx mpennonomennax paboyne eMKOCTM kademeii MoryT ÖBITb BiiancdeHH — 0070 
IPA NOMOINM Teopun $byHRIMÄa, ONHAKO B CiIyyae, eciM UHCHO IIPOBOAHHKOB ÖONBIHE yeM we. 
ABA, TO HONYYAMTCH TOIBKO IPNÖNNKeHHSIe sHayenus. PemenHne HekoTopoh sanaun 0 En 
MHHHMHSAIIHH, ILPOBeNEHHOE COOTBETCTBEHHO METONY HAUMEHBILNX KBAAPATOB, IIPHBONUT K BT 


Tal Wie, na ih 


ie 


& OCODeHHO XOPOIHHM HU IIPOCTBIM POPMyJIaM IH BBIYHCHEHHA EMKOCTH, IIPHyeM IPHMeHeHne 

r HEKOTOPEIX CPeAHHX 3HayeHNÜ OKASBIBAETCA OCODeHHO BhlronHEIM. Monndunnpya sarauy 0 

1 MHHHMHSANHN, ABTOP PeImaeT TaRıKe u Banayy OITPeNelleHug HNERTPHYECKHX ICHTPOB TAKecTeH. Bir, 

F- en - 
= $1. Einleitung: = 
4 Das Problem, die Betriebskapazitäten einfacher Kabeltypen, vor allem von ungeschirmten ; E 
E und geschirmten Paar- und Sternviererleitungen, durch Rechnung zu ermitteln, wurde im letzten E 
2 Jahrzehnt besonders durch die Entwicklung der für das Fernsehen und Trägerfrequenzfern- % 


sprechen wichtigen Breitbandkabel gefördert. 
Macht man zur Kapazitätenberechnung die üblichen Annahmen, daß 
1. sämtliche Leiter gerade Kreiszylinder mit parallelen Achsen sind, 
2. der Raum zwischen den Leitern, der sich, falls kein metallischer Schirm vorhanden ist, 
7 ins Unendliche erstreckt, von einem homogenen Dielektrikum erfüllt. ist, x 
> so hat man es mit einem zweidimensionalen Potentialproblem zu tun, zu dessen Behandlung 
die Hilfsmittel der Funktionentheorie herangezogen werden. 
Unter den genannten Voraussetzungen liegt dann folgender Sachverhalt vor: 
In einer komplexen z-Ebene (2= & + iy) liegen n > 2 sich nicht berührende oder schnei- 
dende Kreise K,K,,...,K,„. Der „Leiter“ K, (1 sj <n) möge den Mittelpunkt 2 = a,, 
den Radius r,; und den „Ladungsbelag‘“ @, (z. B. im praktischen Maßsystem in Coulomb/cm) 
besitzen. Es kann, was keine Einschränkung bedeutet, angenommen werden, daß für zwei be- 
liebige Kreise K,, K, des Systems |a,—a,| >r,;+rzist. Durch diese Angaben ist dann ein 
(n + 1)-fach zusammenhängender und sich ins Unendliche erstreckender Kreisbereich B fest- 
gelegt. Es existiert dann bekanntlich eine analytische Funktion W (2), deren (eindeutiger )Real- 
teil auf jedem Kreis K, einen bestimmten-konstanten Wert annimmt und deren sämtliche Sin- 
gularitäten im Innern der n Kreise liegen, wenn Q&, +@, +... +@n = 0 ist. Weiter ist für - 
jeden Kreis K, 
{WE =——Q; 
Ki E£g 


) 

(e Dielektrizitätskonstante, &, = om Farad/cm), wo der Akzent die Ableitung nach 2 
bedeutet und für den angegebenen- Integrationsweg K, nach den Elementen der Funktionen- 
theorie auch ein anderer geeigneter Weg genommen werden kann. Ist das ‚‚komplexe Potential“ 
W(z) für einen bestimmten Betriebszustand eines Leitersystems bekannt, so läßt sich die zu- 
gehörige Betriebskapazität sofort angeben. 

Während für n=2 die Funktion W(z) ohne weiteres bestimmt werden kann, erfordert 
ihre Aufstellung für n >3 tiefergehende mathematische Untersuchungen. Für die praktischen 
Anwendungen sind in diesen Fällen nur Näherungsfunktionen für W(z) von Bedeutung. 

Im Zusammenhang mit ihrer Berechnung steht ein Minimalproblem, das im folgenden 


behandelt werden soll. 


ı) Dissertation Dresden 1947. Referent: Prof. Dr. Willers, Korreferent: Prof. Dr.Keller. 
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82. Ein Minimalproblem. j 
Mit den oben eingeführten Bezeichnungen läßt sich unter Verwendung des komplexen 
Logarithmus die Funktion W(z) in der Gestalt 


pa EN 1 EEEEEE ne 


schreiben, wo P,, als das im allgemeinen komplexe Moment eines Multipols oter Ordnung 
aufgefaßt werden kann. Bricht man die in (1) angegebene unendliche Reihe hinter dem pten 
(p 1) Gliede ab, so erhält man eine Näherungsfunktion W,(z) für W(z). Offenbar kann man 
nun von W,„(z2) ohne Hinzunahme weiterer Multipole zu einer u. U. wesentlich besseren 
Näherungsfunktion dadurch gelangen, daß die komplexen Momente von W,„(z) sämtlich oder 
auch nur teilweise geändert werden. Aus dieser Überlegung ergibt sich das folgende Minimal- 
problem: 
w,(2) sei ein komplexes Potential, das im Mittelpunkt jedes Kreises K, des oben beschrie- 
benen Systems eine Quelladung von der Stärke Q,undp 2 1 Multipole vom Dipol bis zum Mehr- 
fachpol pter Ordnung hat. Es sei außerdem 
1 2# ( ) 

| rw) UrPip 
die mittlere quadratische Abweichung zwischen der Funktion u (9) = Re[w, (a, +; e'?)] und 
ihrem Mittelwert 


j! 27 
MP ia: an dp. 


A n 
Für welche Funktion w,(z) hat nun bei gegebener Ordnung ? die Funktion #=}YF, ein 
Minimum ? k=1 
Zur Lösung dieser Minimalaufgabe werde die Funktion w,(z) nach Gleichung (1) mit 
 reellem Pe% er in der Gestalt i 


1: n D AL 
ul) = zZ los ea) + —_., 


an Ei e=T (2%)? 


angesetzt. Für das Folgende ist es zweckmäßig, den Realteil dieses Ausdruckes für z= a,+r,eir 
d.h. die Funktion ul (p), in eine Fourierreihe zu entwickeln. In einem Kreis um z= a,, in 
dessen Innern K; liegt, gilt für #5 


log (2— a;) = log (a, —a;) RO 2 = 
m=|1 


a. —4; 
1 2% 1 DE EG zer 
(.— a)? (a; —4,)? m=0 a 79 
und somit für w,(z) die Darstellung 
we) = 5 [910g (,;—a,) HD, Zara I 
a 
ki 

1 1 » iä,; 

EL ya en es N 

ER EIERN AnEH De a 


2 Ey Mm E71 | (a, —a,)® 


I 
Hieraus folgt für u (p) die Fourierdarstellung 


ER N 1 >" ae, et 
“ (9) ei M; Fe Eye (Ay ent Ale al k A (2) 
mit dem Mittelwert 
MR - Q;inr, ! > 
! ET ı ETTPAR Inja,—ay| 
ki) 
ee... 3 
1 v s | LaoR eek ( ) 
a REN ek | —— RT ah 
A Feige (a; — ay)® a) 


kei 
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und den Koeffizienten 


Im 
En 
15 
= (ar — a,” 1M =; gr — | 
ER | (4) 


(m=1,2,...,p) 


n ; 5 

nee en 
a _ 

j Bi 


m=»+19-+2...) 
Mit Hilfe von (2) ergibt sich nun für die Funktion 


N 1 N 27 
r- Sr 5 [Pin a@han 
k=1 k=1 0 
die Darstellung 


TERFRT DD a) ee KERLE 


Im Hinblick auf das oben formulierte Minimalproblem müssen die 2 pn Größen Ps, &sj 
(1 <o <p) die notwendigen Bedingungen 


oF or 
EEE ee A ER Re a (6) 
Me RR N ER Tr n) 


erfüllen. Führt man die hier angegebenen Differentiationen i in Gleichung (5) unter Berücksichti- 
gung der aus (4) folgenden Beziehungen 


oA 0A 


Om; da; =0 (m#o), 

BA _ „0A __ Daser'i 
SUCH Fe Rn 

0A), ‚Am _ {m +0 —1 (nee 
Pia Ba \ 2 a (k73) 


aus, so ergeben sich die Bedingungsgleichungen (6) in der Gestalt 


N © - ) 
II a a een, 
im=1 


. f) Ooj 0 Ooj 0065 
ki 
£ 4) (P) 
23 > (Sr Alm zn 2 al 2 die gm a aA wg. 
Be Ama! 0 &sj 9a x a Fe RR 
Be folgt, daß für die ARpIanaten” komplexen Momente der Funktion w,(2) 
0 Am (m 0 oe 4) 
Ar A EEE EEE, 
k3 
ne en emen— 2, 2) 


sein muß. 

Obwohl durch die letzten Gleichungen das angegebene Minimalproblem grundsätzlich ge- 
löst ist, soll das Gleichungssystem (7) im Hinblick auf die praktischen Anwendungen durch ein 
einfacheres ersetzt werden. Geht man zur Berechnung der optimalen Momente nicht von (6), 
sondern von den Gleichungen 


A a 


10 


F Ra ua Ei 
aus, soergibtsich, daß für die Größen Ps; 
und daher nach (4) die Gleichungen 


En 

1° FE 
ae De 
Ben er 


4 
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. 
=1 
in Er 
Be: =1,23,..,8j=1l,2..,n 
erfüllt sein müssen. Bricht man nun die in (7) vorkommende une 


lassen sich also mit beliebiger Genaui 
berechnen. 


a 
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g 3. Die Berechnung von Kabelkapazitäten. * 
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h | 
Zur Berechnung der Betriebskapazität eines Leitungssystems muß die P tentialdifferenz. 2 Fr 


” 


zwischen zwei bestimmten Leitern, z.B. K, und K, ermittelt werden. Für eine Näherungs- 
funktion w,(z) bedeutet das die Berechnung der Differenz )” (g,) — u’ (p,), wenn = 
+rjeiPı bzw. 2, = a, + r,ei®: ein zweckmäßig gewählter Punkt auf K, bzw. K,ist. Vonder 
Wahl dieser Punkte hängt die Genauigkeit der mit w,(z) aufzustellenden Kapazitätsformel we- 


KR 


+ 
ie 


FE 


v 
y 
Be 


sentlich ab. Die Schwierigkeit, die Punkte z, und z, möglichst günstig zu bestimmen, istnun RE 
durch die in (3) angegebenen Mittelwerte in natürlicher Weise beseitigt, wenn für u) n = 
— uS”(g,) die Differenz MP’ — MY’ genommen wird. Entsprechend dem Charakter einer „ 
hier in die Rechnung einbezogenen Mittelwertbildung kann natürlich > 
e der Fall eintreten, daß die Näherungsfunktion w,(z) die wirklichen Br 
Potentialverhältnisse nicht mit genügender Genauigkeit wiedergibt, e 
die mit Hilfe ihrerMittelwerte berechnete Kapazität aber usreichend 
genau ist. Zee | [E 
Br. Als Anwendung von (3) und (9) sollnun die Betriebskapazität -* 
Be für die Phantomleitung eines ungeschirmten Sternvierers berechnet \ 
:: werden. Die Anordnung des vorliegenden Kreissystems ist aus dem 
Bi nebenstehenden Bild ersichtlich, und es kann mit den dort angege- 
er benen Bezeichnungen | 
er G,— = —ig = ia,=-ıa n=n=-n= r,=r Q = 9%=—-9 = —- Qu, =Q 


gesetzt werden. Da in diesem Beispiel Dyre”e1 = Pal gesetzt werden kann, so ist, wie man auf 
Grund der vorliegenden Symmetrieverhältnisse erkennt, 


ia ÜRx . 1 > 
Po 2 € e2— (—1)? Pol» Po3e 3 je Pol» Pa4 Bee (—1)t1409,1 . 


Unter Berücksichtigung dieser Beziehungen ergibt sich aus (3) und (9) 


2 M® — 1 ß In il . 5 Pr r 

9 Luuse® In &&, r — (2a)e 17 Da a SR VE (10) 
2 und 

a ; Por 2 (*) 30 (2) Ze Ze] Ri 

| (2a)2 “= a + a 2 (2a)e 00. ee Rt (11), y 


wo die Abhängigkeit der Momente von der Ordnung p besonders gekennzeichnet und - 


= (Ned + +1 el], 


ko; MER. Ei D 
6 25 12) 
een] er 4 S 
aa FETTE ie (1 Haete — (Ae (1—Hete] 
ist. Aus den Gleichungen (10) und (11) erhält man nun leicht einen Näherungswert CW — en 
M\ 


für die gesuchte Betriebskapazität. So ergibt sich für den Fall, daß in jedem Kreis außer 


ex 


a E ER wi Bang EUR 


ER ” ler) De ar. 2 a > le FR ar EEE ER N 
x . « Mr ER uf 
MT, r u e 
J 1 N i ng? n x Nee 
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3 (7 Be, * j ST 


=; TBEEg. 


und 0% zu s ae 
BEN ca — Inch RTARRE ESTER (13). 
1 a ix v2 ® pp: 4 Br De . 

N, Ta 3 ar 


(in Farad/cm) 


_ Umden relativen Fehler © zwischen diesem Wert und der genauen Kapazität C SOSE BD 


zu können, soll zuerst der Wert U,, den das genaue komplexe Potential W(z) auf K, annimmt, 


in Gestalt einer Reihenentwicklung angegeben werden. Für die Momente P,, von We) ergibt 


sich leicht mit Hilfe der Gleichungen (11) 


5 : a = = we ” RE Sr +4 % BEE + | 


so daß nach Gleichung (10) unter Berücksichtigung von (12) 


= 2 ar &o I = Dr ne cr 2 n (2) gr a) ee (2) ER | 


ist. Daher gilt für den bei Anwendung der Formel (13) gemachten relativen Fehler 


N een 
c-c®_ we +5 (2) +5) om 
A a a RP 
; | re pres yr 


. Dieser Ausdruck läßt erkennen, daß der Fehler, den man beim ee von (13) macht, 


"auch für die ungünstigsten praktisch noch vorkommenden Werte von - noch BIERE 0,5% aus- 


macht. 


“ 


$4. Die Abschätzung des relativen Fehlers beim Gebrauch einer Näherungsfunktion ww (2). 
Für das im vorigen Paragraphen behandelte Beispiel gilt 


ur (9) = MD + 65 Alm cos mQ 


m=pH+1 
mit: + 
p (p) 
ie — Im = (e +22)" Poi a 
a a en VEN 
(m=p+1»-+2,...) 
so daß ; 
N ya I 
“.e- Mi = EN cs p+1)P +\z o(l) 
. ist. Außerdem ist 
ee r\2r+1 
v—-un=-(") on, 


VEN RR 
da nach (10) und (11) die Entwicklung des Mittelwerts M'?’ nach Potenzen von (2) mit der 


. 2» 
entsprechenden Reihenentwicklung des genauen Potentialwerts U, bis zum Gliede mit (, ) 
einschließlich übereinstimmt. Daher wird also die a U,— M%) von höherer Ordnung 
klein wie das Maximum des absoluten Betrages von u („)— M“). Die entsprechenden Ver- 
hältnisse liegen bei jeder Näherungsfunktion w,(2) deren Menente aus den Gleichungen 
(9) berechnet wurden. Im Hinblick auf diesen Sachverhalt sei nun folgende allgemeine Fehler- 
definition getroffen: 

10* 


e Wurea Bir I 
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Im oben mit B bezeichneten Kreisbereich sei w(z) irgendeine Näherungsfunktion für W(2) 
und : Or | | 
| 1m, [und | 
der Mittelwert von 4; (p) = Re[w (a; + rjeir)] auf dem Kreise K;. Wird mit 9; bzw. k; der 
größte bzw. kleinste Wert bezeichnet, den u;(p) auf dem Kreis K, annimmt, und ist 


4 = Max (9, — M,, M; —k;), SE 
mas = Max (u), SEEN, 
ısisn - 


so soll als Maß für den beim Ersatz von W(z) durch die Näherungsfunktion w(z) gemachten 


relativen Fehler die Größe 
m Hmaz n 


M man — Mmin 

gelten. Dabei bedeutet 5 

M aa = :Maz. IM), Main Min (M,). 
lsjsn 1sjsn 


$5. Das Problem der Berechnung elektrischer Schwerpunkte. 

Auf einfache Weise erhält man bekanntlich eine Näherungsfunktion für das genaue kom- 
plexe Potential W(z) dadurch, daß man im Mittelpunkt jedes Kreises X, des oben beschriebenen 
Systems eine Quelladung von der Stärke Q; anbringt. Offenbar kann man nun zu einer weiteren, 
u. U. wesentlich besseren Näherungsfunktion gelangen, indem man die Quellen sämtlich oder 
auch nur teilweise zweckmäßig so verschiebt, daß sie die wahren Singularitäten von W(z) im 
Sinne ‚‚elektrischer Schwerpunkte“ ersetzen. Aus dieser Überlegung ergibt sich das folgende 
zweite Minimalproblem: 

In jedem Kreis K, des beschriebenen Kreissystems soll sich im Punkte z = s; eine Quell- 

ladung von der Stärke Q; befinden, wobei Q; von Null verschieden sein soll. Für jedes System 

von n Werten s; erhält man ein komplexes Näherungspotential w(z). Für welche Werte s; hat 
n 


nun die im Sinne des ersten Minimalproblems definierte Funktion #= 3 F,ein Minimum, 


k=1 
wo also F, die mittlere quadratische Abweichung zwischen u; (g) = Re[w (a, +r;e!®)] und 
dem Mittelwert ß On 
M=;,| “oa 


ö 
auf dem Kreise K, ist? 


Zur Lösung dieser Mjnimalaufgabe kann die Funktion w(z) in der Gestalt 


1 n 
w(z) Q,log (2 — s}) 


angesetzt werden. In einem konzentrischen Kreisring um z= a,, in dem der Kreis K; liegt, 
gilt dann die Entwicklung 


1 1 X 
w(?) zu erp Q;log (2? — a;) — Inen . 2, 9108 (a; — $;) 
n ee 
1 9 Q[2— a; \” 1 D0Q, (5; —a;\m 
. M (=) (ee) 
re u M. \8,—Q; Farm 2—a,/ 
kz&j 
Hieraus folgt für die auch hier wieder benötigte Fourierdarstellung der Funktion «; (p) 
1 & _ k 
u,(p)= M; rer (Ame!m? + A merlim ey a re 
"3 m=1 
M=—-. Re Q;l x 5 
em Inee zinr, — Inee, 2, %in | —$,| 2. Neck 0 ERDE (15) 
und 2 
1 > 3. y n Q 
Ars le: N. 'k 
im me" Q;(s; a,) 2 _ (5 —aj)m a ee Er (16) 


Ri 


> TORRENT er 
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ist. Wird nun 5 mit reellem by; in der Gestalt s;= a; +t;e'Yj geschrieben, so müssen die 
Größen E;, y; die 2n notwendigen Bedingungen | 
| EEE -< 
Be a er N) 
(PR) 
erfüllen, wobei nach Gleichung (14) wieder 


1 EB: ER 
F—= 
8 (mes)? 22 Armdın RR ee. W (18) 
ist. Beachtet man, daß wegen (16) 
0A; „oA - Ss; — 4; 
i a eh Su Fi (k#)), 
I Y (8; [47 ) . 19) 
04; 94, 1 2 a nd 
t; Mm; = — (5 —a)) 


ot; '9Y 


ist, so lassen sich die in (17) angegebenen Ableitungen nach £; durch die Ableitungen nach n 
ersetzen und aus Gleichung (18) folgt, daß die gesuchten Größen t,, y; auch den Gleichungen 


SS 2 Amy Arm 4 ) SU a 
km A km a a =0, 
Y; m=1 oy; ; 


k1m=ı 9; oy; 

ki 

SIR Arge An < 3 = 04, ) 
el, A. Ar Im” 4; + Im ar 

kzEj 


genügen müssen. Hieraus ergibt sich aber sofort, daß die Schwerpunktswerte s; die n Bedin- 
gungen 


ee oh, 
—— A ee) 
2 y; int 2, oy; im 
ki 
zu erfüllen haben. Mit Hilfe von (16) und (19) erhält man nach vollzogener Summierung über m 
aus den letzten Gleichungen das Ergebnis: Die Schwerpunktswerte s,, die das zweite Minimal- 
problem lösen, müssen die Gleichungen 
n 


u 1 DE ri 
) 2 1% Lu FI & a ' (855; —@) nl 


k=1 
en Ik 
8; — 4; |? 2 SE —j 
Sn IE) ee 0 
Q;in „5, 224 ner (20) 
ki 


Ge 12 ee) 
erfüllen, wo das Symbol Log den Hauptwert des komplexen Logarithmus bezeichnen soll. 
Obwohl durch die letzten Gleichungen das zweite Minimalproblem grundsätzlich exakt ge- 
löst ist, soll im Hinblick auf die praktischen Anwendungen ein einfacheres Gleichungssystem 
für die Berechnung der elektrischen Schwerpunkte angegeben werden. Geht man zur Bestim- 
mung der s; nicht von (17), sondern von den Gleichungen 


m=1 
das sich nach (16) und (19) in der Gestalt 
= x a 5 
an (1 er er ee le 


a an ar 


- - 
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schreiben läßt. Ersetzt man nun in (20) bzw. (21) die Logarithmen wieder durch die zugehö- 
rigen Reihenentwicklungen, so ergeben sich ‚die Gleichungen 


N r; 2 ( 3: — Gy n Qı ) ” 
—(4—a) I \- aa ) % Be ee De \ 
Ei a | 
a; (er 51 _% )+R —0 Be; 
+ —4;)\@; rn Du 1 Een 
kj h 


bzw. 


RENT, n 3 
(;—4;) (tr > %..) Ur 
; El , 
Per 


. x &:—4G 2 3, —q; 
wo die Reihenreste R,, R, nur Potenzen zweiter und höherer Ordnung von ki 


8.4; 
usw. enthalten. Aus den angegebenen Entwicklungen erkennt man, daß sich die Lösungen des 
zweiten Gleichungssystems um so weniger von den entsprechenden Lösungen des ersten Systems 
unterscheiden werden, je'kleiner der Einfluß von R, und R, auf die angeschriebenen Glieder ist. 
Für die Berechnung von Kapazitäten reicht bei den praktisch vorkommenden Kabelabmessungen 
(21) in den meisten Fällen aus, zumal auch dann nicht unmittelbar die Potentiale, die sich aus 
den Schwerpunkten ergeben, zur Verwendung gelangen, sondern die durch Gleichung (15) ge- 
gebenen Mittelwerte. 


$ 6. Die praktische Berechnung der elektrischen Schwerpunkte. 
Als Anwendung von (21) sollen die elektrischen Schwerpunkte für die Phantomleitung 
berechnet werden. Die hierzu im folgenden durchgeführten Überlegungen lassen sich in allen 
Fällen anwenden, wo ähnliche Symmetrieverhältnisse vorliegen. 


Im genannten Beispiel kann ss = — 33 = — is; = is, — 8 (s. Abb.) gesetzt werden. 
Für den gesuchten Wert s liefert (21) nach einfacher Rechnung die Bestimmungsgleichung 
g)=s®?—at Zes— at tTa?=0 ....... 2. (22), 


so daß sich s in diesem Fall in geschlossener Form angeben läßt. Da für die Diskriminante A 
der zu (22) gehörigen reduzierten Gleichung 


wi 2r?-+(4a?—.5r?)? 


a 108 >0 
ist, so hat 9 (s) nur eine reelle Nullstelle, die wegen 
g(a—r)= —2a?r +3ar — r?= — r(a—r) 2a—r)<(, g(a)=ar >0 


zwischen a—r und a liegt. Für den gesuchten Schwerpunkt s liefert also die Cardanische 


Formel 
a 1/a 20 ) EL: 
RE A er" i 
5+ Val° ah 3 
1/a (20 a1/27ri+ 16a — 40 a:r: 
+ Val 2. \ 2) „ RR 
er) gl 3 (23), 
wo die Wurzeln die für das Rechnen im Reellen übliche Bedeutung haben. 


Auch wenn eine geschlossene Darstellung nicht möglich ist, lassen sich die Schwerpunkte 
oft sehr einfach iterativ aus den Gleichungen (21), die man hierzu in der Form 


n RL 
I; —a;| ri —II Dal] ") 
8.75% 
k=1 
ki 
schreibt, berechnen. Im Beispiel der Phantomleitung erhält man aus dieser Darstellung 
ar? 
s=f)=a— ——, 
r j ft ) s?’+.a? 
so daß RE s< a ist und sich aus 
EX ar? 
LT ee (24) 


, “ Fo 


man aus, dem Verlauf Se zur Funktion 


ee Re Be 


Eine Weitere Möglichkeit zur oe der a an in 1 der Aufstellung 


> von Bes ereihen‘ Setzt man im vorliegenden Beispiel vorübergehend - en e ) = X, 
’ s aan aus (21) oder gleich aus 22) | a u | 
Karen EIER, P42P+2Y4r=o, 
woraus sich "durch fortgesetztes Differenzieren, wobei 4 als Funktion \ von X aufzulassen ist, 
A U TEE N ee ae 
Freie: Be VY VE TER TETA yi RT | Ra wi 
En:  spyVtayvtliIsyvye7+2Y” = 127° 7" +6 va 0, 


® 


ergibt. Aus diesen. Be Gleichnngeh erhält man für N) N die Werte 


{ ’ 1 u 1 DR =J x 
H=0, =, =; I, =. um, 


/ 2 
so daß mit den alten Bezeichnungen ge nach Potenzen von () fortschreitende Reihenentwick- 
lung von s e | 


a er et 


a? 
N 


N 


® gefunden ist. 
= Mit dem auf eine der angegebenen Arten gefundenen Wert s erhält man für die zugehörige 
Bi: Näherungsfunktion j 
ä 9, 2 = 
E RER en a  O (25) 
7 nach Gleichung (15) den Mittelwert Br 
2 Q + Be. 
F "M, =. o. . "Er 
i 1 eh a) OT RE 20) Be 
a 
Für die Betriebskapazität der Phantomleitung ergibt sich daher der Ahern ass = = 
> = Or _ DTEE, Bi 
ge - .- r +8? 
ee RR r(a+s) 


(in Farad/cm) 
Der hierbei gemachte relative Fehler 


a ee 


27 2 ad (+) om 

"7a £s) ED loe Dial | \a 
läßt erkennen, daß C* die Betriebskapazität in allen praktisch vorkommenden Fällen ausrei- 
chend genau angibt. 


- 


ne A Ph ya 
a 
En 


Nach $ 4 soll nun der relative Fehler für die in Gleichung (25) angegebene Funktion w(z) 


stalt 


En 1 Qln An+A, c0sp+ Azcos2p 3 
N gen B,+ B,c0sp+ B,cos?’p 
geschrieben werden, wo zur Abkürzung . De 
A=(a +r?— 2 +48, A,=4ar(a +r?— 8), A,= art — a, 
B, = ei 2 Fe ri B, = 4ar(a +r? +8), BB=4r?(a? +38?) 
tzt ist. Um — 1, zu erhalten, müssen die Stellen bestimmt werden, wo die Ableitung 
ER “ (9) nach nalen Mit cosp=£ ist das der Fall für &»—= +1 und für die 


rh 


- Nullstellen, welche die quadratische Gleichung 


(4B,—4B)# +24 B—-AB)EF AB SUB OL (27) 


im Intervall (— 1,1) besitzt. Unter den Werten von £, für welche die genannte Ableitung ver- 
schwindet, sei &, derjenige, für den mit der Bezeichnung 4, (p) = u’ (£) und mit dem durch 
(26) gegebenen Mittelwert : 

Kmax = |wi(l&) — My] 


ist. Damit erhält man für den oben definierten relativen Fehler 


=: ur (&) —Mı 
= ee. 


Die einfache Berechnung dieser Größe soll für den praktisch vorkommenden Durch- 
sehnittswert © — 3,5 gezeigt werden. Mit dem Wert s = 3,350 93, den man am einfachsten mit 
ur 


Hilfe des Iterationsverfahrens (24) erhält, berechnet sich aus Gleichung (27) die hier in Betracht 
kommende Wurzel &, = — 0,254 22. Damit ergibt sich > 


EEE 
ne, 1,069 85, 
en SE 

U, (&) = Ancc,M 1,085 50, 

u, (&,) = en - 1,090 78, 
RD RR NERE 

u, (&3) en 1,051 10, 


so daß 

Q 
Ares, M 
und F, = 0,009 78 ist. Der Fehler, der beim Ersatz der genauen Funktion W(z) durch w (2) 


Umax= U (&,)— M, = : 0,020 93 


gemacht wird, beträgt also für den Durchschnittswert —= 3,5 etwa 1 Prozent. 
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berechnet werden. Nach einer einfachen Rechnung kann %, (p) = Re[w (a +rei)] in Hr Ge- 


Be 
„’ 
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Die Hurwitzschen Bedingungen. | 
_ Herrn Geh. Regierungsrat Prof. Dr. Georg Faber zum 70. Geburtstag. 
> 4 Von 0. Baier in Stuttgart. Mae 


Unter Benutzung der einfachsten funktionentheoretischen Begriffe, einfacher Determinantenumfor- 

mungen und dem Verfahren der Sturm schen Kette werden die H ur witz schen Bedingungen auf ele- 

 mentarem Wege abgeleitet. Nebenbei ergeben sich weitere Koeffizientenbedingungen, die aus den Hur- 
witzschen Bedingungen folgen. 


By using very simple notions of the theory of functions and transformations of determinants and by 
aid of the rule of Sturm, the conditions of H ur witz are derived in an elementary way. Besides that 
Jurther conditions for coefficients are resulting, following from the Hur witz conditions. = 
IIpn uomonm 3reMeHTapHHXx NOHATuH Tuopuu hyHeuni, mpeoöpasoBaunä onpepennrenei 
# Teopems Illrypma BBIBONATcH OleMeHTapHEIM NyTem ycnopsua T'ypeuma. Ilpn orom 
HOANYYAWTCH MOLONIHHTEIBHBIE YCHOBUN IA KOIPUUMEHTOB, CHENYIOIIUX us ycıosuä I'ypsuna. 


Die Untersuchung der Stabilität eines schwingungsfähigen Systems führt auf die Fre- 
quenzgleichung 


eat 


/@) =. + 012 re ed: ar a DEE RO E 


Die Wurzeln z, dieser Gleichung sind die Eigenfrequenzen des Systems, das dann und nur dann 
stabil ist, wenn die Realteile aller Wurzeln z, negativ sind. Die Koeffizienten a, in (1) 
seien reell vorausgesetzt. Dies ist bei den meisten Stabilitätsproblemen der Fall. Gesucht sind 

“nun Koeffizientenbedingungen, die für die Stabilität notwendig und hinreichend sind und die 
somit die Frage nach der Stabilität ohne Auflösung der Gleichung (1) zu entscheiden gestatten. 
E. J. Routh!) hat solche Bedingungen angegeben, die A. Hurwitz?) in besonders über- 
sichtlicher Form aus eleganten funktionentheoretischen Betrachtungen gewann. Die Herleitung 
dieser Bedingungen sowie die Behandlung damit zusammenhängender Probleme war weiterhin 
Gegenstand einer Reihe von Arbeiten °). 


Die folgenden Betrachtungen haben den Zweck, die Hurwitzschen Bedingungen auf 
möglichst elementarem Weg zu gewinnen. Benützt werden außer dem Fundamentalsatz der Al- 
gebra nur die allereinfachsten funktionentheoretischen Begriffe und in Verbindung mit elemen- 
taren Determinantenumformungen das Verfahren der Sturm schen Kette, dasschonRouth, 
allerdings zusammen mit der Cauchyschen Indextheorie, angewandt hat ®). 


1. Die Wurzeln der Gleichung (1) sollen negative Realteile besitzen. Da es auf einen ge- 
meinsamen Faktor der Koeffizienten nicht ankommt und a, #0 ist — sonst wäre z=0 eine 
Wurzel —, sei a, > 0 vorausgesetzt. 

Die Koeffizienten «a, »=0,1...,n sind dann alle positiv. Dies ergibt sich so: Da die 
Koeffizienten reell sind, muß mit jeder Wurzel die konjugiert komplexe auftreten. Die Wurzeln 
von f(z) seien mit — & + ißs, —Ys bezeichnet, wobei ao, Po, Ya Positiv sind. Dann ist 


f(«) — MIT +8) +B) IT (« ae ee en et, Ar 
Falls nur reelle oder nur komplexe Wurzeln vorhanden sind, ist 7 oder IJ durch 1 zu 


[4 (3 
ersetzen. Durch Ausmultiplizieren ergibt sich, daß alle Koeffizienten das Vorzeichen von a, 
haben und somit wegen a, >_O positiv sind. 
2. Es werden nun die Werte des Polynoms f (z) für z = ty, also auf der imaginären Achse 
„betrachtet. Die-Nullstellen von f (z), die nach Voraussetzung in der linken Halbebene liegen, 
sind in Bild 1 durch die Punkte @; bezeichnet. Setzt man 


N RER A ar le)s 


1) A treatise on the Stability of a given state of Motion, 1877, S. 74—81, Die Dynamik der Systeme starrer Körper, 
deutsche Ausgabe Bd. 2, 1898, 8. 222—234. s 

2) A. Hurwitz, Über die Bedingungen, unter welchen eine Gleichung nur Wurzeln mit negativen reellen Teilen 
besitzt, Math. Ann. Bd.46 (1895), S. 273 —284. 

:)H. Weber, Lehrbuch der Algebra, 2. Aufl., 1. Bd., 1898, S. 335—340; I. Schur, Über algebraische Gleichungen, 
die nur Wurzeln mit negativen Realteilen besitzen, Z. angew. Math. Mech. Bd.1 (1921), S. 307”—311; vgl. auch Frank- 
v.Mises, Die Differential- und Integralgleichung der Mechanik und Physik, 2. Aufl. 1930, 8. 162—166; G.Herglotz, 
Über die Wurzelanzahl algebraischer Gleichungen innerhalb und auf dem Einheitskreis, Math. Zschr. Bd.19 (1924), 8. 
26-34; K. Th. Vahlen, Wurzelabzählung bei Stabilitätsfragen, Z. angew. Math. Mech. Bd. 14 (1934), S. 65—70; 
H. Bilharz, Bemerkungen zu einem Satz von Hurwitz, Z. angew. Math. Mech. Bd. 24 (1944), S. 77—82. 

*) Verf. hat die folgende Herleitung der Hurwitzschen Bedingungen auf der Mathematikertagung in Tübingen 
1946 vorgetragen. Im Anschluß daran übersandte ihm Herr H. Wieland t freundlicherweise ein Manuskript seines am 
17.3.1945 in Göttingen gehaltenen Vortrags über „Erweiterung der Hurwitzschen Stabilitätskriterien auf komplexe 
Gleichungen“ zur Einsicht. Obwohl die Methoden und Ergebnisse von H. Wielandt sich in einigen Punkten mit den 
folgenden Betrachtungen berühren und durch die Einbeziehung komplexer Koeffizienten darüber hinausgehen, so darf 
doch m. E. jede der beiden Darstellungen für sich Interesse beanspruchen. e 
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dann ist 


N 
ne 1 


wobei |Q; P| die Länge des Vektors Q,P und 9; der vorzeichenrichtige Winkel (2, @;P) ist. 
Bei mehrfachen Wurzeln sind @; P unt 9; entsprechend mehrfach zu nehmen. 


Somit folgt: 


A. Durchläuft P die imaginäre Achse im po- 
sitiven“Sfun: "dann zu. set und go nimmt 
von —n> über 0 für y=0) auf n5 stetig zu. 
Diese Bedingung ist offenbar auch hin- 
reichend dafür, daß alle Nullstellen von 

Bild1. ft) in der linken Halbebene liegen. 


Setzt man 2="iy in f(z) ein und trennt Reelles und Imaginäres, so ergibt sich 


TUNER WE a er a 
Riy)=. —y? +... Hl 1m PR r 600, Lee 
% J)=yı1— +... +1" anHı P)TSInNP.:..... 8). 


Es sei 09% #0. Je nachdem rn gerade oder ungerade ist, wird &,+,=0 oder 0. 
Damit ergibt sich: 


B. Durchläuft y die imaginäre Achse im positiven Sinn, dann 
haben R(y) bzw. J(y) dieselben Vorzeichen- und Nullstellen- 
folge wie cospbzw.sing, wobeig zunehmend das Intervall 


—n5<p< n5 durchläuft. 


Daraus folgt: 


C. Die Nullstellen von R(y) und J(y) sind alle reell und trennen 
einander. Dabei ist R0)=-,>0 und F’(O)=a,>0. 


Die Bedingungen (C) sind nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend dafür, daß alle 
Nullstellen von f(z) in der linken Halbebene liegen. Liegt nämlich eine Nullstelle auf der imagi- 
nären Achse, dann haben R(y) und J (y) entgegen (C)) diese Nullstelle gemeinsam. Befinden 
sich ? Nullstellen von f(z) in der linken und r in der rechten Halbebene, dann ist, wie man 
leicht nachprüft, die Schwankung von @ sicher < m Max (l,r) und die Gesamtdrehung von 0) 
im positiven Sinn (—r)rx. Man erhielte demnach zu wenig Nullstellen von R (y) und J (y) 
oder diese könnten sich nicht trennen. Sind schließlich alle Nullstellen von J (2) in der rechten 
Halbebene, dann nimmt mit wachsendem y ab und man erhält für y=0 9g=—nnx und 


R(0)=rcosnz, J’(0)=r:cosnz:g@' (0), 
R() F’(0)=rco?nn P(0)<O0 
entgegen (©). Damit sind die Bedingungen (©) als hinreichend nachgewiesen 5). 


3. Die Bedingungen (O)ergeben nun Bedingungen für die Ko- 
effizienten a,. 


Setzt man y?=t, dann folgt aus (7) und (8) mit J(y) = — yJı (y?) 
R=n—gtr.,.. +1 mi Ze 
J)=1—at+... HAMM en (10). 


Bildet man durch Linearkombination von R, und .J, das Polynom t P,(t), aus J, und P, 
das Polynom £ P,(t) und so fort, dann erhält man eine.(Sturm sche) Kette von Polynomen 
Px(t), k=1,2,...,2m. Die Gradzahlen erniedrigen sich beim 1., 3, 5.,... Schritt jeweils 


iR En e> on n ardin einer Arbeit „Neues Verfahren zur Stabilitätsuntersuchung‘‘, Arch. f. Elektrotechnik Bd. 38 
‚ 8. 17—28 zeigt, läßt sich (©) mit Vorteil an Stelle der Hurwitzschen Bedingungen oder des N uistsche 
Verfahrens zu Stabilitätsuntersuchungen benützen. 5 
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} Aussagen für gerades n ergeb 
it = De au D; ist also. zu bilden: o 
IT DRUADLaS RW. BER 
ER Dedit ()+D, A,Ö=—tRd) 


BD: srl () ER 2 =D 


D Pal) + Dia Pal) =— PR) Di, 


De Pom=ı HDam ; 


2 ze 2 | EN 


| P,= =2 (here Di+s, »#, Duo— Dr. 
Alle ser der =, Pr sind positiv und es gilt 
Ir | ch en 2a Da, 


er | er Ag ee do 

Br a ee ee 
e Der Nachweis hierfür wird durch vollständige Induktion erbracht: Zunächst wurde bereits > 
eingangs me daß | 


BEN SEE EN DEN 
gelten. muß. An den m positiven Nullstellen von J, haben wegen (11) R, und 2 en 


gesetzte Vorzeichen. Das sind m — 1 Zee also m — 1 das ien? liegende Null- 


stellen von P,. Für 9< behält also P, sein Vorzeichen, wegen (7) und cs a=—1 
ist es das nie, Daher ist P,(0) = D, > 0 und, weil die reellen Koeffizienten eines Poly- 
noms mit lauter positiven Nullstellen neäreine Vorzeichen haben, gilt _ 


2 Dar, EG NE a a ee EEE URN 
Es sei k gerade und : ee 
Det ER Ne ER TE 
k 
ee 


k 
Die m — = + 1 positiven Nullstellen von P,;_, seien durch die m — 52 Nullstellen von P;-ı 
getrennt. An letzteren haben wegen (11) P, und P,_, entgegengesetzte Vorzeichen. Das 


gibt a Zeichenwechsel und dazwischen liegende Nullstellen von P,. Für > 


haben wegen (11) und (15) P, und P,-, entgegengesetzte Vorzeichen. Somit kommt noch 
_ ein Zeichenwechsel und damit eine Nullstelle von P, hinzu. Alle Nullstellen von P sind somit 


positiv und es gilt P,_,(0)' P,(0) > 0. Daher ist auch 


j Di+ 1,» >20. 
& Schema: Zahl der Nullstellen 
ig — ) x k“7.. 
>= Dt U 00 m, +1 
k 
Bi le au m—z 
| k 
Pr+ı zen ER 


°) [a] ist die größte ganze Zahl S a. 
el 


?) Für gerades n ist zu setzenk = 2,3,..,2m; v» =0,1,..,m — | | und der folgende Beweisgang ist nur 


geringfügig abzuändern, 
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An den Nullstellen von P, haben P;+, und P,_, wegen (11) entgegengesetzte 


Vorzeichen. Das gibt m ee — 1 Zeichenwechsel und dazwischen liegende Nullstellen von 


Pr. Pirı hat eine Nullstelle weniger als P,;_,; somit haben Px-, (0) und Pırı (0) 
das gleiche Zeichen. Folglich gilt 

Di+a,» >. 
Die Induktionsvoraussetzungen treffen für k=2 mit P,= J, zu. Damit ist die Behauptung 
nachgewiesen 8): S 


4. Unter der Voraussetzung D, >0 liegen alle Nullstenlen von 


fi) in der linken Halbebene. > 
Wegen (0) ist zu zeigen: R (y) und J (y) haben ebenso viele einfache Nullstellen wie cos p 


<Pp< n” und die Nullstellen von R(y) trennen diejenigen 


bzw. sing im Intervall — a 5 


2 
von J (9). 
Dies ist nachgewiesen, wenn folgendes gilt: Die Polynome u RT TEE 
P,, P,, Jı, Rı haben soviele positive Nullstellen, als ihr Grad angibt und die Nullstellen jedes 
Polynoms der Folge werden durch die des vorausgehenden getrennt. 
Zunächst ist 
Pam = — Damtv Pam-ı = Dem. 


Wegen D, >0 hat P5;m_, eine positive Nullstelle. Es sei v=21-+1 und es werde 
vorausgesetzt, daß die Z Nullstellen von P,„_, die 2 +1 positiven Nullstellen von Pau —y—ı 
trennen. An den Nullstellen von P3n—_»—ı haben wegen (11) P,„n—, und P,n—y— 2 ent- 
gegengesetzte Vorzeichen. Somit liegen zwischen den Nullstellen von P,m —_»—ı ! Nullstellen 
von Pam, und Pın-yoy Fürt=0( haben F,, -, uUndıP,n- 727 BleichesaVorzeirueH, 
Folglich kommt links (vgl. das Schema) noch ein Zeichenwechsel und eine positive Nullstelle 
Non Psm- „2, ligzu, 


Schema: Zahl der Nullstellen 
Pzm—v +00 I 
Domes, —0 +0—0 + i+1 
Pam—v— 2 a Et in NZ +1 
Page, —0 +00 +0 — i+2 


An den Nullstellen von P3n—»— . haben P5,n —»—ı und P,n—»—; entgegengesetzte Vor- 
zeichen. Daher liegen zwischen den 2+1 Nullstellen von P3m—»—z ! Nullstellen von 
Prm—v— und P,m_y— 3 

Für 6=0 haben P;n—,»—ı und P53m—»—s gleiches Vorzeichen. Also kommt links 
noch ein Zeichenwechsel und eine positive Nullstelle von P3m_,—, hinzu. Für {— oo haben 
Pzm—»—, und P5,m—,—s entgegengesetzte Vorzeichen. Da P,;n—»—ı rechts von der größten 
Nullstelle von P53m—,»— „3 noch einmal durch null geht, kommt rechts noch ein Zeichenwechsel 
und eine Nullstelle von P53m—,»—,z hinzu. Da die Induktionsvoraussetzungen für [= er- 
füllt sind, gilt die Behauptung allgemein. 

Aus 3. folgt weiter: D, >0 zieht D,,>O nach sich. 


9. Die Hurwitzschen Bedingungen lauten: Das PolynomF&) -!a 7 


mit reellen Koeffizienten unda,>0O0hat dann und nur dann Faufer 
Wurzeln mit negativen Realteilen, wenn dierAbschnittsdeter- 
minanten A„»=1,2,...n aus den Elementen der ersten »Zeilen 
und Spalten in der quadratischen Matrix 


a, da Ay Be 0) 
Ay, A, a, BE; 
0 a, Qs RE el 
(16) 
> 0 0 0 - Srpaet 4, 


°) Mit R, und J, als Anfangsglieder bilden die Polynome P, eine Sturmsche Kette, denn J, hat wegen (8), (10) an 
den Nullstellen. von R, das Vorzeichen von en =—r sin „ar, - d.h. das von — sing. 


d va 2y 7 
°) Es sei wieder n ungerade. Für gerades n ändert sich der Beweisgang nur unwesentlich. 


“Die Koeffizienten D;.» befolgen ein einfaches Bildungsgesetz. Sie sind diejenigen Unter- 3 
_  detefminanten’der Matrix (16), welche aus den Elementen ihrer ersten k-Zeilen NT werden, 


x 


em 0 Fe == D, v es 


, 5 q, Az 
er a, 


0 a, a; 


414; 
| % 2 


a, Q34; 
Ay Ay du 


4, 454] 
Gy Ay ds 
0 a,a,| 


| > von (16) eh ar Dr 
Ww. eraden v in natürlicher Beulner, Die noch freien. En sind 


=; ‚ 


it: ra 


erg: 


a0,0 


a) Aym 


& 4,0 


A Am+ı 


die in den ersten k—1 Spalten und der (k-+v)-ten Spalte sich befinden. 


Für k=1,2,3 ist dies offenbar richtig. Dabei ist J,— P, und Di, a,,41, gesetzt. - 
Reh läßt sich der Nachweis durch vollständige Induktion erbringen °). . 


Es gelte 


Di e +D,-ı Pi=—tPrD-; 


. Dann muß sein 


e2 


Daher müssen in 


k+1 


on]; 


Di+1 Pr-ı + Di ee 


mit 


gel De lee 


Dir DZ ser +D(1 292 Der re 


die Faktoren von ti? übereinstimmen. Das ist der Fall, wenn 


gilt. 
=eNun ist 


D;+1 Du» — Di Di+,, = 


In der letzten Zeile dieser Determinante werden die links an D; anschließenden Nullen 
041, Qle- alle; gleich 0 


Agk+1! Aa +ı+ 32V 


Ag% 


in der Reihenfolge von rechts nach links durch D,,_,, Dr, - m. 


sind, ersetzt. Die algebraischen Komplemente der Elemente in der letzten Spalte sind in allen 
diesen Determinanten sowie in D, und D;,,„ jeweils dieselben. Multipliziert man in der Deter- 
‚ k-te Zeile von unten mit dem algebraischen Komplement des von 
ten Elements der letzten Spalte in D, und zieht sie von der letzten 
Zeile ab, dann ergibt sich, weil D;_, gemeinsamer Faktor der Elemente der letzten Zeile wird, 


Dr+ı Di,» — Dr Du +1» = Di-ı Di +2, v-1> 


minante (20) die 2., 3., 
unten gezählten 2., 35 


womit die Behauptung nachgewiesen ist. 


Eingegangen, den 21.8.47. 


Somit gilt 


Zr DAR 


Di+1 Du» — Di Di +1, 3 Di-ı Pı+av-1 


|@y%+ 2» 


rıra 


k,v 


9 Agm+ı 


nn den Zeilen jeweils 


2 as). h 


. (19) 


. (20). 
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Zur Maximalkorrelation. ——— 
| Von @. Friede und H. Münzner, Göttingen). 00 157 
3 ER, a , re ER 
Es wird gezeigt, daß das von A.O.Hirschfeld erstmalig vorgeschlagene und von H. Gebelein ) > 
mit hen Re bezeichnete und mit Wachiruck empfohlene Korrelationsmaß nicht alle die Bigen- = ki 
schaften besitzt, die von einem brauchbaren derartigen Maß verlangt werden müssen. 5 Br: Be * 
“It is demonstrated that the measure of correlation that has been proposed byA.O.Hirschfeldfr 
‚the first time and then called „maximum correlation“ amd urgently recommended by H. @e ; e en We 
has not all properties one must ewpect of am efficient measure of that kind, a | AR Er 
B 3Toli pa6ore mokassIBaeTcH, yTO Mepa Koppensımm, BIePBbIe TIPe/yIosKeHHAA Tupın- EU 
denpoM HU YeHIeHHO PeKOMEHNyeMaA Tedesıeinom uU HA3BAHHAH UM MAKCHMANBHOR Koppel —— 
aumei, He O0NanaeT BCeMU KAYeCTBAMH, KOTOPHE TPeÖywTcH OT TArOA MepBl. I k 


- Der Korrelationskoeffizient ist bekanntlich als Maß für die Korrelation zwischen zwei 
Merkmalen unbrauchbar, wenn die Regressionsbeziehungen nicht linear oder wenigstens nicht _ 
annähernd linear sind. Dabei soll hier unter Korrelation ganz allgemein die stochastische Ab- 


hängigkeit verstanden werden, so daß Unkorreliertheit identisch mit völliger Unabhängigkeit > 
ist und nicht nur mit der Konstanz der bedingten Mittelwerte oder gar mit dm Nullweren 
des Korrelationskoeffizienten. In einer bemerkenswerten Arbeit [6] hat A. O. Hirschfeld EL 
gezeigt, daß man die Merkmalswerte einer Korrelationstabelle so transformieren kann, daß Re 


zwischen den transformierten Merkmalen lineare Regression besteht. Dieses Transformations- 
problem läßt sich als Eigenwertproblem formulieren und liefert neben dem trivialen Fall, bei 
dem die Merkmalswerte jeder Variablen in einem Wert zusammenfallen, mehrere wesentlich 
verschiedene zu einander orthogonale Lösungen. Zu jeder von ihnen gehört ein bestimmter 
Korrelationskoeffizient. Der dem absoluten Betrage nach größte dieser Korrelationskoeffizien- 
ten, den wir mit X bezeichnen wollen, wird als universelles Korrelationsmaß vorgeschlagen. 
Seiner allgemeinen Verwendung steht nach Ansicht des Verfassers lediglich die praktische 
Schwierigkeit im Wege, daß es als größte Wurzel einer Gleichung n-1. Grades berechnet werden 
muß. 2 
Neuerdings wird K von H. Gebelein [3], [4], [5] als vollbefriedigendes Korrelations- 
maß, das die Mängel der anderen Korrelationsmaße vermeide, unter der Bezeichnung Maximal- 
korrelation empfohlen. H. Gebelein geht von folgendem Maximumproblem aus: Es-seien 
x; und %,; die Merkmalswerte zweier statistischer Merkmale, wobei = 1,2,..., kundj ='L2 
..„ 12% gelte. Ferner sei an N Merkmalsträgern der Wert x, N,,-mal, der Wert y, N,,-mal 
und das Wertepaar &;y; N;;-mal beobachtet worden. Es soll nun das Paar aus allen Funk- 
tionen f(x;) und g(y,) ausgesucht werden, welches die Forderung 
ER ER 2 TE 
N (2 2& (x) 9 (y;) N.) — Maximum weh 


i=1j=1 


erfüllt. Dabei sollen für f(x;) und g (y,) nur die Zentrierungsbedingungen 


k ı 
SS («,) No= 29 (4;) N —( 


i=1l 


und die Normierungsbedingungen 


k ! 
ZZ” (&) Ni => (4) N;= N 
n- 


i=l 
gelten. 


. Als Lösung des Problems findet Gebelein das Funktionenpaar, das mit derjenigen 
Hirschfeldschen Transformation identisch ist, zu der X als Korrelationskoeffizient gehört. 
Damit wird das geforderte Maximum selbst gleich K?. 


Hier soll nun für Korrelationstabellen mit endlich vielen Merkmalswerten (oder Merkmals- 
klassen), also für den in der Praxis fast ausschließlich vorkommenden Fall, gezeigt werden, 
daß die Maximalkorrelation als Korrelationsmaß unbrauchbar ist, weil sie eine wesentliche For- 
derung, die an ein vernünftiges Korrelationsmaß zu stellen ist, nicht erfüllt. X? nimmt nämlich 
nicht nur bei vollständiger Abhängigkeit, sondern auch in vielen anderen Fällen den Wert 1 
an. Soist in den drei angeführten Gegenbeispielen, für die wir nur die Matrizen (N,,) der abso- 
luten Häufigkeiten angeben, jedesmal K?—= 1, obwohl von einer vollständigen Abhängigkeit 
nicht die Rede sein kann. 


‘) Aus dem Institut für mathematische Statistik und Wirtschaftsmathematik an der Universität Göttingen. 
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Zur Maximalkorrelation 
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5, : 


Besonders lehrreich ist Beispiel ET bei 2 die Ren ionslinien senkrech ee Fr 
| iel All, t aufeinander 
stehende, achsenparallele Gerade sind, also sogar Unkorreliertheit im Sinne der ursprünglichen 
.Pearso n.schen Begriffsbildung vorliegt. "Dieses Beispiel ist zugleich ein Gegenbeispiel zur 
Behauptung von Gebelein, daß im Falle linearer Regression das Quadrat des Korrelations- 


koeffizienten und die Korrelationsverhältnisse mit K? übereinstimmen müssen. 


2430 1300010 1:20.21\ 
0 0064000 2:3.08.2 
11360 0027100 00400 
x [0250 0017101 22038 
0004 0011300 12021 
| 0001004 
| 1100030 
I 1 I 


Beispiele I—III 


Wir beweisen hier nun folgenden Satz: 


. Wenn in der k Spalten!) und } Zeilen umfassenden Korrela- 
tionsmatrix(N,;,) alle Elemente, in denen sich n beliebige Spal- 
ten mit m beliebigen Zeilen schneiden, und alle Elemente, in 
denen sich die restlichen &k-n Spalten mit den restlichen I-m 
Zeilen/schneiden,' gleich 0 sind, dann nimmt: Kiden Wert lan.» 
kann hierbei eine der Zahlen 1, 3... k—-l und m eine der Zahlen 
1,2,...1-1 sein. Ob einzelne weitere N,,;,gleich 0 sind, ist hierbei 
ohne Bedeutung. Ne 

R Derartige Korrelationstabellen sind insbesondere bei einer starken Aufgliederung eines 
kleinen Beobachtungsmaterials nicht selten. So finden sich in dem nur wenige Korrelations- 
tabellen enthaltenden Lehrbuch von Czuber-Burkhardt [2] S.163 ein Beispiel von 
152 Beobachtungen über die Abhängigkeit zwischen Breite und Länge des längsten Blumen- 
blattes bei Trientalis europaea und im Lehrbuch von E. Weber [7] S. 104 ein Beispiel von 


69 Beobachtungen über die Korrelation zwischen Rumpflänge und Gesamtlänge bei Kaul- 


quappen. 

Zum Beweise des Satzes gehen wir auf die Bestimmungsgleichung für K? zurück, wie sie 
von den genannten Autoren angegeben worden ist. Danach ist unter den Wurzeln 2», 22, 2 
2% 2... 22% der Gleichung Er \ 


Aa A 

21 Ag . Az 
LE (2), — ; ; EN) TREE RT Mo (2) 

Apyı Ars Ay | 
die Wurzel z, gerade das gesuchte K?. Hierbei gilt 
1 
NN. 

Avy= ER HT 
ii N;. N,; ( ) 


Da infolge 
k 
A ee ee ee N) 
V=1 


alle Zeilensummen der Determinante F (z) den Wert 1—z annehmen, läßt sich von F(z) immer 
mindestens einmal der Faktor 1-—z abspalten, woraus 2, = 1 folgt. Ist in jeder Spalte und Zeile 
nur ein N;, +0 vorhanden, so daß N, = N.=N,.; wird, so gilt A. — 1 für i= vi und 
A;y=0füri#i, und damit F(z) = (1—x)*. Im Fall vollständiger Abhängigkeit nimmt also 
K: auf Grund der %-fachen Wurzel 1 den Wert 1 an. K? wird aber auch dann schon gleich 1, 
wenn 1 überhaupt als mehrfache Wurzel der Gleichung (2) auftritt. Daher ist es für den Beweis 
nur erforderlich zu zeigen, daß auf Grund der Voraussetzungen unseres Satzes die Wurzel 1 


in Gleichung (2) mindestens zweimal vorkommt. 


Beachten wir das Bildungsgesetz (3) der A;;, so erkennen wir sofort, daß A; 0 bei 


ı) Bei Korrelationsmatrizen (N:5) bezieht man im Gegensatz zum üblichen Gebrauch den Index { auf die Spalten. 


er u Babe De TE iD u a j 
\ 4 r 


seo x | Friede % Münzner, Zur Maxima orrelat Naeh) ® 
ne Be Eee ee er - - — 


den Voraussetzungen unseres Satzes gelten muß, wenn i der Gruppe der ner} 
genannten n Spalten und ö’ der Gruppe der restlichen k-n Spalten sie 
F(z) zu einer Determinante, in der alle Elemente, in denen sich n Spalten mit Se eu 
den, gleich 0 sind. Dies ist aber die Bedingung dafür, daß es nach dem La p 2 sch 
. Jegungssatz eine Entwicklung von F(z) nach n-reihigen Minoren gibt, bei der sämtliche ( 


malerweise auftretenden “ Glieder bis auf ein einziges wegfallen. Die k-reihige T etermin: 


F(z\ 1äßt sich daher als Produkt einer n-reihigen und einer (k-n)-reihigen Determinante 
Re Die Elemente einer jeden Zeile der ursprünglichen Determinante treten hierbei, soweit 
sie von 0 verschieden sind, jeweils wieder in einer Zeile entweder in der einen oder der anderen 
Determinante auf, so daß in beiden Determinanten sämtliche Zeilensummen gleich 
1x sind. Jede der beiden Determinanten enthält also den Faktor 1—z, die Wurzel 1 ist dem- * 


nach mindestens zweimal vorhanden, was zu beweisen war. X i ER, 
Besitzt für eine Korrelationsmatrix (N;;) die Gleichung (2) eine p-fache Wurzel 1 P223, 
so folgt daraus, wie eine leichte Überlegung ergibt, daß die zur Maximalkorrelation ge- 
hörenden transformierten Merkmalswerte beider Merkmale nur höchstens p VER 
annehmen können. Ist p < k, so müssen ursprünglich verschiedene Merkmalswerte x; und bei 
der Transformation durch gleiche ersetzt werden. Dadurch erfolgt eine Reduktion der ursprüng- = 
lichen Korrelätionstabelle auf eine kleinere. Die Zusammenfassung von Häufigkeiten N, wird En 
dabei lediglich durch eine gewisse Anordnung von Leerfeldern in der Korrelationstabelle be- ER 
wirkt, während die Größe der übrigen Häufigkeiten keinen Einfluß darauf hat. So entstehen = 3 


r 


für die Beispiele I—III die folgenden reduzierten Korrelationsmatrizen: 5% 
38 0 0 32 ) ee 

( 0 .) 0 40 0 4 > P& 

I Il Ill 5 2 

Sie zeigen, daß die den ursprünglichen Korrelationsmatrizen innewohnende K tionsabhän- fer. 


gigkeit durch die Reduktion völlig entstellt werden kann. In derartigen Fällen muß di Maximal- a 
korrelation, die ja mit dem Korrelationskoeffizienten für diese reduzierten Tabellen identisch 
ist, ebenfalls ein falsches Bild des Korrelationszusammenhanges geben. 3 
Auf Seite 381 seines Buches [5] beweist Gebelein nicht seine Behauptung, daß beim 3 
Vorliegen der Maximalkorrelation K?= 1 mit Sicherheit auf vollständige Korrelation zwischen E 
den beiden (ursprünglichen) Merkmalswerten geschlossen werden kann, sondern nur, daß K?=1 Bar 
in der reduzierten Korrelationstabelle eine vollständige Korrelation zwischen den transfor- x 
mierten Merkmalswerten zur Folge hat. Aus dem oben Ausgeführten geht nunmehr hervor, daß 
seine Behauptung bei Vorliegen einer p-fachen Wurzel 1 bei p < k unzutreffend ist. 
Unberührt von dieser Kritik bleiben die aufschlußreichen Feststellungen beider Autoren 
über die Zusammenhänge zwischen den einzelnen Korrelationsmaßen und die Arbeit von. 
Bopp [1], der mit seinen Betrachtungen lediglich an die Matrix (A;;) anknüpft. 


Literatur. n 


[1] F. Bopp: Quantenmechanische Statistik und Korrelationsrechnung. Z. f. Naturforschung 2a (1947), 
8. 202—216. 

[2] Czuber-Burkhardt: Die statistischen Forschungsmethoden. 3. Aufl. Wien 1938. . 

[3) H. Gebelein: Das statistische Problem der Korrelation als Variations- und Eigenwertproblem und sein 
Zusammenhang mit der Ausgleichsrechnung. Z. angew. Math. Mech. Bd. 21 (1941), 8. 364—379. 

[4] H. Gebelein: Bemerkung über ein von W. Höfding vorgeschlagenes, maßstabinvariantes Korre- 
lationsmaß. Z. angew. Math. Mech. Bd. 22 (1942), 8. 171—173, k 

[5] H. Gebelein: Zahl und Wirklichkeit. Leipzig 1943. 

[6] A. O. Hirschfeld: A connection between correlation and eontingeney. Proc. Cambridge phil. Soc. 31, 
520—524. j 

[7] E. Weber: Einführung in die Variations- und Erblichkeits-Statistik. München 1935. 


J 


Eingegangen den 4. 11, 1947. 


Verantwortlich für den Inhalt: Prof. Dr. Fr. A. Willers, Dresden; für den Verlag: H. Kaesser, Berlin, 

Verlag: Akademie-Verlag GmbH., Berlin N4, Ohausseestr. 106, Fernsprecher; 42 5001 ‚(App. 274), Postscheckkonto: 

Berlin 35 021. Bestell- und Verlagsnummer dieses Heftes! 1009/28/5. Die Zeitschrift für angewandte Mathematik ° 

und Mechanik erscheint monatlich. Bezugspreis: vierteljährlich RM 15.— zuzüglich Bestellgeld, Einzelheft RM 6.—., 

Verantwortlich für den Anzeigenteil! Curt F. W. Schreiber, Berlin. Druck: Julius Beltz, Langensalza. 

(Th. B.-Nr.04011/16b) — Nr.487. — Veröffentlicht unter der Lizenz-Nr.245 der Sowjetischen Militär-Verwaltung 
in Deutschland. 


’ 


